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Intervaly FCE

N

Nejzndméjsimi podmnoZinami redlnych ¢isel (vedle mnozin N, Z a Q, kde
plati N C Z C Q) jsou intervaly. Necht' a,b € R, a < b. Pfipometime:

" (g,b)={reR:a<z<b} " (qg,00) ={z€R:a<z}
" (a,b) ={zeR:a<z<b} " (—o00,b)={zreR: xz<b}
" (a,b)={xreR:a<x<b} " (—o00,b)={zeR: z<b}
" (a,b)={reR:a<z<b} " (—o0,00) =R

(

Prvky —oo a oo, tzv. nevlastni body, nepatii do R!
Zavedeme oznateni R* = R U {—o0, 00}.
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Funkce a jeji graf FCE

Definice

Rekneme, 7e funkénim pfedpisem y = f(z) je uréena redlna funkce f
jedné redlné proménné z, jestlize
a) je dan obor A C E,; ,pfipustnych” redlnych hodnot nezévisle
proménné z;
b) kazdému =z € A je pfifazena pravé jedna redlnd hodnota z&vislé
promeénné y podle funkétho predpisu y = f(x).

y = f(z) explicitni zadani
A = D(f) defini¢ni obor
Pokud neni defini¢ni obor zadan, bereme p¥irozeny defini¢ni
obor — mnoZinu vSech redlnych ¢isel, pro které ma funkéni
predpis y = f(z) smysl.
f(A) = H(f) obor funkénich hodnot
fry=f(x), z€A
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Funkce a jeji graf

Funkce f a g jsou si rovny;, jestliZe:

L D(f) = D(g) = 4,
2. f(x) = g(x) pro vSechna z € A.

Definice (graf funkce)

Mnozina v8ech bodt roviny danych soufadnicemi [z, f(z)] se nazyva graf

funkce f.

= pravouhld kartézska soustava soutadnic (0; z, )
" Grf=graf f:={[z,y] € Bs;z € D(f),y = f(2)}
® kazdd rovnobézka s osou y protne graf funkce nejvyse v jednom bodé
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Funkce a jeji graf FCE

T \

Funkce f(z) = 2. Nejde o graf funkce.
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Zakladni vlastnosti funkci FCE

Definice (Ohranicenost)

Bud’ f funkce, M C D(f). Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M

= zdola ohranicend, jestliZe existuje d € R takové, Ze pro kazdé v € M
plati f(z) > d,

= shora ohraniceni, jestlize existuje h € R takové, Ze pro kazdé v €¢ M
plati f(x) < h,

® ohranicend, jestlize existuji d, h € R takové, Ze pro kazdé x € M plati
d< f(z) <h.
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Zakladni vlastnosti funkci FCE

Y f y
h y=h
X
X
d y=d f
Zdola ohrani¢end funkce. Shora ohrani¢ené funkce.
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Zakladni vlastnosti funkci FCE

h f
O T
d ! y=d

Ohranic¢end funkce.
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Zakladni vlastnosti funkci FCE

Definice (Parita)

Bud’ f takova funkce, Ze pro jeji defini¢ni obor plati
r e D(f) = —xe D(f).

= Rekneme, Ze funkce f je sud4, jestlize pro Vo € D(f) plati

f(=x) = f(x).

— graf je symetricky vzhledem k ose y
= Rekneme, Ze funkce f je lich4, jestliZe pro Va € D(f) plati

f(=z) = = f().
— graf je symetricky vzhledem k pocdtku

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAA008 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 10 / 58



Zakladni vlastnosti funkci

Sudé funkce. Lich4 funkce.
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Zakladni vlastnosti funkci FCE

Ptiklad 8.1
Urcete zda je funkce licha nebo suda
sin x
a) y=-—
cos
)y = 1—22
Y=V 2
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Zakladni vlastnosti funkci FCE

Definice (Periodi¢nost)

Necht p € R,p > 0. Rekneme, Ze funkce f je periodickd s periodou p,
jestlize pro vSechna = € D(f) plati

r+pe D(f), fla+p) = flz)

Periodickéd funkce.
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Zakladni vlastnosti funkci FCE

Definice (rostouci a klesajici)

Bud’ f funkce, M C D(f). Rekneme, Ze funkce f je na mnoziné M
® rostouci, jestlize
Va:l,xg EM:x <xo = f(.’l?l) < f<$2),

® neklesajici, jestliZe
Vl‘l,ZCQ e M : 1 < To = f(l‘l) < f(ZEQ),

= klesajici, jestlize
\V/.'El,.TQ eM: 1 < T2 = f(xl) > f(IEQ),

® nerostouci, jestlize
Vl‘l,ﬂfg EM 1< x9y = f(l'l) > f(ﬂfg)
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Zakladni vlastnosti funkci FCE

Rostouci funkce. Klesajici funkce.
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Zakladni vlastnosti funkci FCE

yf N\ ’
/A E— e

O

Neklesajici funkce. Nerostouci funkce.
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Zakladni vlastnosti funkci FCE

Definice (monoténost)

® Funkce je monoténi na mnoZziné M, pokud je neklesajici na M, nebo
nerostouci na M.

® Funkce je ryze monoténi na mnoziné M, pokud je klesajici na M, nebo
rostoucina M.

Definice (Prosta funkce)

Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, Ze funkce f je na mnozing M
prostd, jestliZze pro kazdou dvojici 1, z, € M plati

r1 # 13 = f(x1) # f(22).
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Zakladni vlastnosti funkci FCE

® Vodorovné piimky protnou graf prosté funkce nejvyse jednou.
® Je-li funkce f na M ryze monoténni, pak je f na M prosta.
® Opak (f je prostd = f je ryze monoténni) neplati!
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Elementarni funkce FCE

Definice

Jako elementarni funkce je oznacovéana funkce, kterou lze ziskat kone¢nym
poctem secteni, odecteni, vyndsobeni, podéleni a sloZeni z

= exponencidlni,

logaritmické,

konstantni,
®E mocninné,
® goniometrické,

cyklometrické,

hyperbolické a
® hyperbolometrické
funkce.
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Linearni funkce FCE

Linearni funkce y=azr+0

" a,beR; D(f)=R Y
= graf: piimka b

B g = (: konstantni funkce
y=>

B ) = 0: pfima amérnost
Yy =ax
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Kvadraticka funkce

Kvadraticka funkce y = ax? + bz +c

" a,bceR,a#0,D(f)=R
® graf: parabola

a>0 a <0

N
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Linearni lomena funkce

ar +b
cr +d

Linedrni lomena funkce y =

" a,bc,d €R;c#0;ad —bec #0;

p(f) R {-

® graf: rovnoosd hyperbola

_________________

= zvlastni pFipad: nepfima \

k }

umérnosty = —, k € R — {0} :
T

______________
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Mocninna funkce FCE

Mocninna funkce y = 2"

"neN,D(f)=R "neZ,D(f)=R—-{0}

® graf: parabola n-tého stupné ® graf: hyperbola n-tého stupné
neN neN ner newz
n — sudé n — liché n — liché n — sudé
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n-t4 odmocnina FCE

n-td odmocnina y =

"neN;n>2 = nsudé, D(f) =Ry
® graf: parabola n-tého stupné " nliché, D(f) =R

S

n —sudé n — liché
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Exponencialni funkce FCE

Exponencidlni funkce y=a"
"a>0a#ALaceR D(f)=R, H(f) =R"

Y

a>1 O0<a<l1

Vri,290 € R
B 7. gt = aw1+zz B g% . )T = (a . b):c
0,501 o1 - - ( l?]_)l'Q . T1-T2
| — a CL —_— G,
a®?
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Logaritmicka funkce

Logaritmicka funkce
"a>0a#LaceR D(f)=RYH(f)=R
= pfirozeny logaritmus: Inz =log, z, e = 2,71

y =log,

= dekadicky logaritmus: log x = log,, =

Y Y
a>1
O0<axl1
y =log,x
x T
0 1 0
y =log,x
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Logaritmicka funkce FCE

|
VZ'I, To € Rt

= log, x1 + log, x5 = log,(x1 - 22)
® log, x; — log, zo = log, l
T2

= log, 2" = k -log, =
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Goniometrické funkce FCE

Sinus y =sinz

" D(f) =R, H(f) = (-1,1)
® Jicha

® periodickd na R s periodou 27

Y

—w\/_lo w\/ T
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Goniometrické funkce

Kosinus y = cosx

= D(f) =R, H(f) =(-1,1)

® suda

® periodickd na R s periodou 27
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Goniometrické funkce FCE
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Goniometrické funkce FCE

sin
Tangens y=tgxr = v
-D(f):R—{(2k+1)g;kez};ﬂ(f):R
® lich4
® periodicka na R s periodou 7
| i y i i
= /| Eya
3 T 0 7 3 1w
2" 2! 2| 2"
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Goniometrické funkce

cos T
Kotangens = cotgz = .
" D(f) =R—{kmkeZ} H(f) =R
® Jicha

® periodicka na R s periodou 7

Y

ol
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Goniometrické funkce FCE
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Goniometrické funkce

T T T T 3

x JR— JR— JR— JR— J—
6 4 3 2 m 2"
1 2

sin z - vz ooV 1 0 1
2 2 2

CcoS T ﬁ @ 1 0 —1 0
2 2 2

3
tgx ‘g_ 1 V3 X 0 X
3
cotg x V3 1 \é_ 0 X 0
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Goniometrické funkce FCE

®sinx +cos?z=1

Sin 2x = 2sin x cos x

B cos2x = cos®x — sin x

.9 1 —cos2x

B sin x:T
5 1+ cos2x

® cos $:T
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Slozena funkce FCE

Definice (Slozenéa funkce)

Necht' u = g(z) je funkce s defini¢nim oborem D(g) a oborem hodnot H(g).
Necht y = f(u) je funkce s defini¢nim oborem D(f) a navic plati H(g) C

D(f).

SloZenou funkci (f o g)(z) rozumime pfifazeni, které Vo € D(g) pfifadi

vewv s

y=flu)=f (g(x)) Funkci g nazyvame vnitfni slozkou a funkci f vnéjsi
slozkou slozené funkce. Tedy (f o g)(z) = f (g(x))

D(g) D(f) H(f)
g f

L

fog
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Slozena funkce

T |FCE

Mezi zakladni operace s funkcemi (vedle sklddani funkci), patii s¢itdni,

od¢itani, ndsobeni a déleni funkci definované takto:

(f +9)(=) = f(z) + g(x),

(f —9) (=) = f(z) — g(=),

(f-9)(x) = f(z) - g(z),
f f(x)
( )(@ 5@

—~

z)

Poznamka:

Predpokladame, Ze defini¢ni obory funkci f a g jsou shodné, navic u déleni

funkci je D <i> zuiZen o ta z, pro kterd plati g(z) = 0.
9
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Transformace graft funkci FCE

y=2"+1
y
y=2"
y y=Inzx y=2"-1
—1 /
/ 0 / / T "/1
0 x
y =In(z+ 2) y=In(z—2)
Posunuti ve sméru osy x Posunuti ve sméru osy y
y=1flrta) y=[f(@)*a
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Transformace graft funkci

y y =sinx
™
- -3 )
0 I ™
2
y= sin1 r y = sin 2z
y E 2

Stla¢eni / roztazeni ve sméru =

y = f(az)

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D.

y =2sinx

y =sinx

1 *lsinw
y=5t

Stlaceni / roztazeni ve sméru y

y=af(r)
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Transformace graft funkci FCE

Y y=f(x) y=Ff(-2) Y y=f(x)
0 z
0 z
y=—f(z) \/ \/
Preklopeni podle osy x Preklopeni podle osy y
y=—f(x) y=f(=x)
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Parametrické zadani funkce FCE

Definice

Funkcemi » = ¢(t), y = h(t), definovanymi na oboru parametrti M/ C R,
je urend parametricky funkce f, jestlize mnoZzina vSech bodu [z,y] € E,
takovych, ze z = ¢(t),y = h(t),t € M, je grafem funkce.

Poznamka:

Znalost explicitniho vyjadfeni funkce f ndm umoZnuje i tzv. pfirozenou
parametrizaci, kdy za parametr ¢ zvolime nezdvisle proménnou z a pro
zavisle proménnou dostaneme z explicitniho vyjadieni pfedpis y = f(t).

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAA008 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 41 /58



Inverzni funkce FCE

Definice (Inverzni funkce)

Necht’ f je prosta funkce. Funkce f~!, kterd kazdému y € H(f) ptifazuje
pravé to x, pro které plati y = f(z), se nazyva inverzni funkci k funkci f.
Piseme z = f~!(y).

D(f)=H(f™")  H(f)=D(f)
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Inverzni funkce T |FCE|

Necht' f je prostéd funkce. Potom plati

= D(f™) = H(f), H(f™") = D(f).

= f(f 7 (2)) =2,2€D(f) a [T (f(z)) =z, 2 € D(f).
()=

= Je-li funkce f rostouci/klesajici, je také funkce f~! rostouci/klesajici.

= Grafy funkci f a f~! jsou symetrické podle osy L a III. kvadrantu
(pfimky y = x).

Vypocet inverzni funkce f~' z funkce f
1) V zapisuy = f(x) zaménime z a y, ¢imZ dostaneme = = f(y).
2) Zrovnice z = f(y) vyjadiime y a mame predpis y = f~(z).
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Inverzni funkce

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D.

log, x
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Inverzni funkce FCE

Poznamka:

Je-1i funkce g definovand na mnoziné M C d(f) a pfitom plati g(z) = f(z)
pro kazdé x € M, pak fikdme, Ze funkce g je restrikci (zaZenim) funkce f
na mnozinu M. PiSeme g = f|u.

f:y:?2—2,$6R gry=2a*—-2,
‘ Yy z € (0,00)
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Inverzni funkce

K elementédrni funkci je inverzni vZdy jinad elementarni funkce:

f(@) D(y) @ | oy

z? z € (0,00) VT z € (0,00)
x? x € (—00,0) —\T z € (0,00)
x3 reR N r€R

e” reR Inz z € (0,00)
a® zeR log, x z € (0,00)
sin re(=%,%) arcsin x re(—-1,1)
cos z € (0,) arccos x re(—-1,1)
tgw re(—%,%) arctg x reR

cotg x x € (0,m) arccotg x reR
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Cyklometrické funkce

Arkussinus y = arcsinx

= D(f) = (=1,1);

Lo SN

47 / 58

arcsin x
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Cyklometrické funkce FCE

Arkuskosinus y = arccosx

= D(f) =(=1,1); H(f)={0,m)

[

ATCCOS T ourerirri

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAA008 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 48 / 58



Cyklometrické funkce

Arkustangens

Yy = arctgx

= D(f)=R; H(f)= <_Z E>

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D.

Y tgx

____________________

2
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Cyklometrické funkce

Arkuskotangens y = arccotgx

" D(f)=R;, H(f)=(0,7)

cotgx
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Cyklometrické funkce T FCE]

1 V2 V3
T 0 — — — 1
2 2 2
) T T T T
arcsin x 0 3 1 3 5
T T T T
arccos x 5 3 1 s 0
x 0 @ 1 V3
3
T T T
arctgx 0 s 1 3
T T T T
arccotg x 5 3 1 s
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Hyperbolické funkce

Hyperbolicky sinus y = sinhz = %
= D(f)=R;, H(f)=R
® licha
1 3 T
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Hyperbolické funkce

Hyperbolicky kosinus y = coshz = ere”
" D(f)=R;, H(f)=(1,00)
® suda
Yy
3
1
-3 1
0 1 3 x
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Hyperbolické funkce

sinh x

H bolicky t =tghae =
yperbolicky tangens y =tghz = —-—

" D(f)=R;, H(f)=(-1,1)
® Jicha
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Hyperbolické funkce

Hyperbolicky kotangens y = cotghx = Z?SE -
inh x
® licha
3
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Dalsi dtalezité funkce

Znaménkova funkce y =sgnzx

-1 pror <0
Esgna: 0 prox =0
prox >0
® Jicha
y
1
-2 -1 1 2 @
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Dalsi dtalezité funkce

Cela ¢ast (dolni cela ¢ast) y = |z]

"z €l |x] <z<|x]+1

-2 -1
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Dékuji za pozornost!
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