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Posloupnost redlnych cisel FCE

Definice

Posloupnost redlnych &isel je funkce
f:N—=R,

téz piSeme

fin—a,,neN
jejimZ definiénim oborem je mnoZina N pfirozenych ¢isel a oborem hod-
not je podmnozina redlnych &isel R. Funkéni hodnotu f(n) znaéime a,, a
nazyvame ji n—tym ¢lenem posloupnosti.
Posloupnost znac¢ime symbolem (a, )7, zkrdcené (a,,);° nebo jen (a,),n €

n=1s
N. Lze ji téZ zapsat v rozepsaném tvaru (a;, as, ..., ap, ... ).
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Vlatnosti posloupnosti

T |FCE

1. (an) je shora ohrani¢ena — existuje ¢islo h € R takové, Ze a,, < h pro

vSechna n € N.

an

2

1

_2n—1
n

Qn

1 2 3 4

5

6 7T n

2. (a,) je zdola ohranic¢end — existuje ¢islo d € R takové, Ze a,, > d pro

vSechna n € N.

Qn
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Vlatnosti posloupnosti FCE

3. (an) je ohrani¢end — existuji ¢isla h,d € R takové, ze d < a, < h pro
vSechnan € N.

Qap = COSTN
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Vlatnosti posloupnosti

4. (ay) je rostouci — plati a,, < a,,+1 pro vSechna n € N.

Ay

2

1 2 3 4 5 6 7T n

5. (a,) je klesajici — plati a,, > a,,4+1 pro vSechna n € N.

Qn,
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Vlatnosti posloupnosti FCE

|
6. (a,) je neklesajici — platif a,, < a,, 41 pro vSechnan € N.
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Vlatnosti posloupnosti FCE

7. (ay) je nerostouci — plati a,, > a,, 11 pro vSechnan € N.
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Vlatnosti posloupnosti FCE

8. (an) je monoténni — (a,) je nerostouci nebo neklesajici.
9. (a,) je ryze monoténni — (a,) je rostouci nebo klesajici.
10. (a,) je stacionarni — a,, = a,+1 pro vSechna n € N.

a, = (_1)2n+4

11. (a,) je aritmetickd — a,, = a; + (n — 1)d,d € R pro vSechnan € N, d
diference.
a, =5n — 2

12. (a,)je geometrickd —a,, = a;-¢"', ¢ € R pro véechna n € N, g kvocient.

3n—1

an = 52n
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Limita posloupnosti FCE

Definice

Posloupnost (a,,) ma limitu a € R, jestlize ke kazdému ¢ € R, ¢ > 0, existuje
no € N tak, Ze pro vSechna n € N, n > n plati |a,, — a| < e.

Posloupnost (a,) ma limitu co (resp. —o0), jestlize ke kazdému h € R,
existuje ny € N tak, Ze pro vSechna n € N, n > n, plati a,, > h (resp. a, < h).
Posloupnost, ktera:

® m4 vlastni limitu, se nazyva konvergentni,
® ma nevlastni limitu, se nazyva divergentni,
® limitu nem4d, se nazyva oscilujici.

T}Lrgoan:aER®V5€R+ dngeN; VneNn>ng:la,—al<e
lim a, =fc0o & VheR dnyeN; VneNn>ny:a, > hresp.a, <h

n—o0
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Limita posloupnosti

Definice
Je-li (a,,) posloupnost a (k;,) je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel (in-
dext), pak posloupnost (ay, ) se nazyva vybrana posloupnost z posloup-

nosti (a,,).
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Limita posloupnosti FCE

Zakladni vlastnosti limit posloupnosti

1.
2.

Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
Je-li lim a,, = a, pak pro kazdou vybranou posloupnost (ay, ) z posloup-
nosti (a,,) plati lim a;, = a.

n—oo
Monoténni posloupnost je konvergentni pravé tehdy, kdyz je
ohranicena.
Je-lilima, = a,limb,, = ba pro vSechnan € N,n > ky € N plati a,, <b,,
pak také a <.
Zmeénime-li v posloupnosti konecny pocet ¢lenti, pak se jeji limita
nezmeéni.
Je-1i (b,) ohrani¢enda posloupnost a lim a,, = 0, pak lim a,,b,, = 0.

1

Je-lia, > 0pron € N, paklima, =0 <= lim — = oo

Qn

Mgr. et Mgr. JAN SAFARIK, Ph.D. BAA008 Matematika I pro obor Geodézie a kartografie 12 /37



Limita posloupnosti FCE

Algebra limit posloupnosti

Je-lilima,, = a,limb,, = b, pficemzZ a, b € R*, pak plati
1. lim(a, £b,) =a =+,
2. lima, -b,=a-b,

an @
3, T 7 = 7

b=
4. lim|a,| = |al,

pokud maji vyrazy na pravych strandch smysl.
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Limita posloupnosti FCE

Definované oparace

Z Xz

Mezi definované operace pro redlna ¢isla k € R a nevlastni ¢isla oo a —oco

patfi:
B 00+ 00=00,—00—00=—00,
B Lk+oo==200+k =0,
B 0000 = 00,00 (—00) = (—00):00=—00, (—00):(—00) = 00, —(—00) =
0,

" k- (£oo) = (£00) - k = oo pro k > 0,
k- (£o0) = (£00) - k = Foo pro k < 0,
k

+oo

E* =0pro0 <k<1,
k> =ocoprok > 1,
00> = 00.
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Limita posloupnosti FCE

Neurcité vyrazy
Naopak nejsou definovany (tzv. neurcité) vyrazy:
B o0 — 00, —00 + 00,
" (0-00,0-(—00),
. +oo £
+o00’ Foo’
k +oo
L Ny A/
0" 0
(££00)°,0°,
m ] k> prok < 0.

Tyto neurcité vyrazy budeme spolu s vyrazy obsahujici prvky oo a —oco a
vyrazem % zapisovat do H H
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Limita posloupnosti FCE

Priklad 10.1
Vypocitejte limity posloupnosti
.14+ (=1)"
) Jim —=—
2 _ _
b) lim 3n® — 123n — 1000
n—00 2n2+n

- 2
¢) lim (5n° — 3n),

7

7

—n?
d) lim — 2,
) 8 100n 1 2

e) lim vn+1(v2n—1-+v2n+1).
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Limita posloupnosti FCE

Ptiklad 10.2

Ptiklady posloupnosti, pro néz
lim a,, = lim b, = oo, ale lim(a, — b,) je:

a) co: ap,=n%b,=mn,
b) —c0: a,=mn,b, =nd,
C) a: a,=n+5b,=n+1,

1
a, =n?+ cos—, b, = n?.
n
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Limita posloupnosti

T |FCE

Ptiklad 10.3

Priklady posloupnosti, pro néz

lima,, = 0,limb,, = oo, ale lim(a, - b,) je:

1

a) co: ap=—, b, =n?
n
1

b) 0: an = —5,bp=n,
n
1

Q) a: a, =—,b, =2n,
n

d)ﬂ a'n:wlbn—n2
n
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Limita funkce FCE

» Prstencové (ryzi) —okoli bodu zq: P(x¢,0) = (xg — §, 20 + 0) — {z0},

» Pravé prstencové d—okoli bodu zy: P*(x9,d) = (xg, x0 + 9),

» Levé prstencové —okoli bodu zy: P~ (x,d) = (¢ — 0, x0),
reR,0eR,6>0,

» R* =R U {00, —o0} = (—00,0).
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Limita funkce FCE

Definice (Heineho definice limity)

Rekneme, e funkce f : y = f(x) ma v bodé z, € R* limitu rovnu &slu
L € R¥, jestlize
1. funkce f je definovana v néjakém prstencovém okoli P(xz,) bodu

o € R*,
2. pro kazdou posloupnost (z,) C P(zo) s vlastnosti lim z, = z, plati
Jim f(2,) = L.

Pak piSeme
lim f(x)= L.

T—T0
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Limita funkce FCE

Limitu
Jim f(z) =L
nazyvame
® vlastni limita ve vlastnim bodé, jestliZe
zo € Ral eR.
® nevlastni limita ve vlastnim bodé, jestliZze
o € Ra L = *o0.
® vlastni limita v nevlastnim bodé, jestlize
o= tooal € R.

® nevlastni limita v nevlastnim bodg, jestlize
To = tooal = +o0.
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Limita funkce FCE

Definice (Cauchyho definice limity)

Funkce f : y = f(z) ma v bodé zy € R limitu rovnu &islu L € R, kdyz
pro kazdé ¢ € R,e > 0, existuje 6 € R,d = §(¢) > 0 takové, Ze pro vSechna
x € P(x¢) spliujici podminku 0 < |z — x| < ¢ plati nerovnost | f(z)— L| < e.
Pak piSeme

lim f(z) = L.

T—T0
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Limita funkce FCE

Definice (Jednostrannd limita)

Cislo L € R* se nazyva limitou zprava funkce f : y = f(z) v bodé z, € R*,
jestlize
1. funkce f je definovand v néjakém prstencovém okoli P*(z,) bodu
o € R*,
2. pro kazdou posloupnost (z,,) C Pt (z), (x,) — xo plati dim f(z,) = L.
Pak piSeme
lim_ f() = L = /().

a5
Il'-}(lfo
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Limita funkce FCE

Definice (Jednostranna limita)

Cislo I € R* se nazyva limitou zleva funkce f : y = f(z) v bodé z, € R*,
jestlize
1. funkce f je definovana v néjakém prstencovém okoli P~ () bodu
o € R*,
2. pro kazdou posloupnost (z,) C P~ (z0), (n) = o plati lim f(z,) = L.
Pak piSeme

lim f(z) = L = f(5).

a:—)mo
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Limita funkce FCE

Véta (Existence limity)

Funkce f md ve vlastnim bodé x limitu L € R* prdvé tehdy, kdyz md v tomto
bodé obé jednostranné limity a ty jsou si rovny, tj.

lim f(z) =L & lim f(z) = lim, f(z)=L.

F=g Tz z—zg

Poznamka

Limita neexistuje, jestliZe
= neexistuje nékterd (nebo obé) jednostranné limity,
® jednostranné limity jsou riizné.

Toho Ize vijhodné vyuZit pri ditkazu neexistence limity.
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Limita funkce FCE

Funkce f zadand grafem, D(f) = R~ {—1,1}

J Z/”

mEIow(x>:O 'h_)rr%f(x):oo

hmg f(z) = u lim f(z) neeilstu]e, nebot
lim - f(x) neex1stu]e nebot’ lim f (z) = v

Mim - f(a) = oo, lim - f(a) =2

lim f(z) = —o0 " lim f(z) = 00

g——1F T—500
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Spojitost funkce FCE

» 0—okoli bodu zy: U(xg,d) = (z¢g — 0,29 + 0),

» Pravé d—okoli bodu zo: U (g, 0) = (xg, z0 + 0),

» Levé 6—okoli bodu zo: U (x¢,0) = (xg — 0, z0),
reR, R, >0,

Definice

Funkce f je spojitd v bodé z, € R, jestliZe
a) f je definovand v néjakém okoli U(zy),
b) Jim £(z) = f(z0).
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Spojitost funkce FCE

Definice

Funkce f je spojita zprava v bodé z, € R, jestlize
a) fje definovand v pravém okoli U (z),

b) lim f(z) = f(zo).

$—>$0

Definice

Funkce f je spojita zleva v bodé z, € R, jestlize
a) fje definovand v levém okoli U/~ (xy),

b) lim f(z) = f(zo).

$—>$0
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Spojitost funkce FCE

Definice

Funkce f je spojita na otevieném intervalu (a,b) C D(f), je-li spojitd v
kazdém bodé tohoto intervalu.

Funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) C D(f), je-li spojitd v
intervalu (a, b) a soucasné je spojitd zprava v bodé a a zleva v bodeé b.
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Spojitost funkce FCE

Definice (Body nespojitosti)

Bod zy, ve kterém neni funkce f spojitd, nazyvame bodem nespojistosti.
Mame tyto druhy nespojitosti v bodé z:

= Nespojitost prvniho druhu
(i) odstranitelna nespojitost, pokud li_>m f(x) =La f(xg) # L.
r—xQ
(ii) skok, pokud lim+ f(x)=a, im f(z) =05 (a,bER, a#b).

CC—)CEO w—)(EO

® Nespojitost druhého druhu, pokud neni bod z( nespojitosti prvniho
druhu (tj. alesporn jedna z jednostrannych limit je nevlastni nebo
neexistuje).
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_Spojitost funkce

Funkce f zadand grafem

® md body nespojitosti —3, —1, 1, 3

* body odstranitelné nespojitosti —3

* body neodstranitelné nespojitosti —1, 1, 3
® v bodé 3 je spojitd zleva
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Vlastnosti limity funkce FCE

Véta (Pravidla pro pocitdni s limitami)

NeCht’ li)m f('r) - Ll/ ll)m g('];) = LQ/ Ll/ L2/ ZTo € IR*/ k € IR/ pak pOkud md
T—T0 T—T0
pravd strana rovnosti smysl, plati:
= lim | f(2) :I:g(ac)] = lim f(z) £ lim g(z) = Ly &+ Lo,
x—T0

T—xo L T—T0

= lim [f(2) - g(z)] = lim f(2) - lim g(x) = Ly - Ly,

T—xo L T—rT0

= lim [k f(z)| = k- lim f(z) =k Ly,

T—T0 T—T0

flo) _dm e g ,
M@ " m g Ly POARIDZO

Pokud zy € R, plati uvedend tvrzeni i pro jednostranné limity
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Vlastnosti limity funkce FCE

Postup pfi vypoctu limity:

Privypoctu lim f(z), o € R*, vZdy nejprve dosadime bod z (nebo
hodnoty z jeho okoli) do pfedpisu funkce a snazime se urcit limitu jako
hodnotu funkce v bodé z, (nebo v jeho okoli).

Véta (Limita typu & (k # 0))

Necht’ lim f (x) =k #0a lim g(x) =0, g € R*. Existuje-li prstencové okoli
T—x0 T—X0
bodu x, takové, Ze pro kaZzdé x z tohoto okoli plati

| f(q:) im M = 00
o@) > Pl gy =

u f(z) im M = —00
@) <0 P e
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Vlastnosti limity funkce FCE

— Véta plati i pro jednostranné okoli a limity.

— Pfi vypoctu limity typu H% ,kde k # 0, k € R je potfeba urcit obé
jednostranné limity a zjisit, zda jsou si rovny. Pokud ne, limita
neexistuje.

Véta (Limita slozené funkce)

Meéjme sloZenou funkci h = f(g) = fog, tj. h(z) = f(g(z)), pficemz lim g(z) =
U, ulg];l f(u) = b, kde zy, up, b € R*. Pak plati:
a) Existuje-li prstencové okoli P(x) bodu xo takové, Ze pro vSechna x € P(xo)
je g(x) # ug, pak lim h(z) =b
b) Je-li funkce f spojitd v bodé wo, tj. lim f(u) = f(u) = b, pak
uU—uQ
Jim - f(g(2)) = f(lim g(z)) = f(uo) = .
Pokud x € R, plati uvedend tvrzeni i pro jednostranné limity.
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Limita funkce FCE

Priklad 10.4
Vypocitejte limity funkci
a) lgn%(xQ +1),

b) lim (= + (%))

T—00
o 22 4+2zx—1
im ——————,
z—=o0 332 + bz + 2

x+2
d) lim ——,
) B el
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Limita funkce FCE

Ptiklad 10.5

Vypocitejte limity funkci
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Dékuji za pozornost!
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