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Vlastnosti funkcí spojitých na intervalu

Věta (Cauchyova věta o nulové hodnotě)
Je-li funkce 𝑓 spojitá na intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩ a platí-li 𝑓(𝑎) · 𝑓(𝑏) < 0, pak existuje
𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) takové, že 𝑓(𝑐) = 0.
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Vlastnosti funkcí spojitých na intervalu

Věta (Weierstrassova věta)
Je-li funkce 𝑓 spojitá na intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩, pak je 𝑓 na intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩ ohraničená a
nabývá na něm své největší a nejmenší hodnoty.
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Vlastnosti funkcí spojitých na intervalu

Věta (Rolleova věta)
Je-li funkce 𝑓 spojitá na intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩ a má-li derivaci v intervalu (𝑎, 𝑏), přičemž
𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏), pak existuje 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) tak, že 𝑓 ′(𝑐) = 0.
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Vlastnosti funkcí spojitých na intervalu

Věta (Lagrangeova věta o přírůstku funkce)
Je-li funkce 𝑓 spojitá na intervalu ⟨𝑎, 𝑏⟩ a má-li derivaci v intervalu (𝑎, 𝑏), pak
existuje 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) tak, že 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) = 𝑓 ′(𝑐)(𝑏 − 𝑎).
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Diferenciál funkce
Předpokládejme, že funkce 𝑓 má v bodě 𝑥0 vlastní derivaci 𝑓 ′(𝑥0). Pak
platí:

𝑓 ′(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

⇒ ∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝒫(𝑥0, 𝛿);
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
− 𝑓 ′(𝑥0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜀

⇒ 𝑓 ′(𝑥0) .= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

v 𝒫(𝑥0, 𝛿)

tj. 𝑓(𝑥) .= 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0) · (𝑥 − 𝑥0)

𝑡 : 𝑦 − 𝑓(𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0) · (𝑥 − 𝑥0)

⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)⏟  ⏞  
přírůstek
funkčních

hodnot

.= 𝑓 ′(𝑥0) · (𝑥 − 𝑥0)⏟  ⏞  
přírůstek

funkčních hodnot
na tečně

.= 𝑓 ′(𝑥0) · ℎ
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Diferenciál funkce
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Diferenciál funkce

Definice
Má-li funkce 𝑓 v bodě 𝑥0 derivaci, pak výraz

d𝑓(𝑥0, ℎ) = 𝑓 ′(𝑥0)ℎ

nazýváme diferenciálem funkce 𝑓 v bodě 𝑥0 pro přírůstek ℎ nezávisle
proměnné 𝑥.
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Diferenciál funkce

Příklad 13.1

Určete přibližně hodnotu ln 5
4 .
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Diferenciály vyšších řádů

Definice
Existuje-li (vlastní) 𝑛−tá derivace 𝑓 (𝑛) na množině 𝑀 ⊂ 𝐷(𝑓), pak je na
množině 𝑀 × R definovaná funkce dvou proměnných 𝑥 a ℎ, kde 𝑥 ∈ 𝑀 ,
ℎ ∈ R, kterou nazýváme diferenciálem 𝑛−tého řádu funkce 𝑓 (nebo též
𝑛−tým diferenciálem funkce 𝑓 ). Označujeme jej

d𝑛𝑓(𝑥, ℎ) = 𝑓 (𝑛)(𝑥) · ℎ𝑛, 𝑥 ∈ 𝑀, ℎ ∈ R.

Poznámky:
Při pevně zvoleném ℎ píšeme d𝑛𝑓(𝑥0).
Můžeme vyjádřit rekurentně d𝑛𝑓(𝑥, ℎ) = d(d𝑛−1𝑓(𝑥, ℎ)).
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Diferenciály vyšších řádů

Příklad 13.2
Vypočítejte d3𝑓(2, 0.1), jestliže 𝑓(𝑥) = arctg 𝑥.
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Taylorův polynom

Slouží k libovolně přesné aproximaci (nahrazení) funkce 𝑓 v okolí bodu 𝑥0
polynomem stupně 𝑛.

Definice
Má-li funkce 𝑓 v bodě 𝑥0 derivace až do řádu 𝑛, pak polynom

𝑇𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0)
1! (𝑥 − 𝑥0) + 𝑓 ′′(𝑥0)

2! (𝑥 − 𝑥0)2 + · · ·

· · · + 𝑓 (𝑛)(𝑥0)
𝑛! (𝑥 − 𝑥0)𝑛 = 𝑇𝑛(𝑓, 𝑥0, 𝑥 − 𝑥0),

kde 𝑥0, 𝑥 ∈ R, se nazývá Taylorův polynom stupně 𝑛 funkce 𝑓 v bodě 𝑥0.
Funkci 𝑅𝑛, definovanou vztahem 𝑓(𝑥) = 𝑇𝑛(𝑥) + 𝑅𝑛(𝑥) nazýváme zbytkem
řádu 𝑛. Je-li 𝑥0 = 0, pak polynom 𝑇𝑛 se někdy nazývá Maclaurinův poly-
nom.
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Taylorův polynom

Věta
Má-li funkce 𝑓 v okolí 𝒰(𝑥0) bodu 𝑥0 derivace až do řádu 𝑛 + 1, pak pro bod 𝑥 ∈
𝒰(𝑥0) platí

𝑓(𝑥) = 𝑇𝑛(𝑥) + 𝑅𝑛(𝑥),

přičemž 𝑅𝑛(𝑥) lze psát ve tvaru

𝑅𝑛(𝑥) = 𝑓 (𝑛+1)(𝜉)
(𝑛 + 1)! (𝑥 − 𝑥0)𝑛+1

kde 𝜉 je bod intervalu 𝐽 s krajními body 𝑥0 a 𝑥, tedy 𝜉 = 𝑥0 + 𝑡(𝑥 − 𝑥0), 0 < 𝑡 < 1.
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Taylorův polynom

𝑇𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + d𝑓(𝑥0, 𝑓)
1! + d2𝑓(𝑥0, ℎ)

2! + · · · + d𝑛𝑓(𝑥0, ℎ)
𝑛!

𝑇1(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0) · (𝑥 − 𝑥0). . . tečna 𝑡 – lineární aproximace.
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Taylorův polynom

𝑓(𝑥) = 𝑥 ln 𝑥, 𝑥0 = 1
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Taylorův polynom

𝑓(𝑥) = sin 𝑥, 𝑥0 = 0
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Taylorův polynom

Taylorovy (Maclaurinovy) polynomy elementárních funkcí v
bodě 𝑥0 = 0:

𝑒𝑥 ≈ 1 + 𝑥

1! + 𝑥2

2! + · · · + 𝑥𝑛

𝑛!

sin 𝑥 ≈ 𝑥

1! − 𝑥3

3! + 𝑥5

5! · · · + (−1)𝑘−1 𝑥2𝑘−1

(2𝑘 − 1)!

cos 𝑥 ≈ 1 − 𝑥2

2! + 𝑥4

4! + · · · + (−1)𝑘 𝑥2𝑘

(2𝑘)!

ln(1 + 𝑥) ≈ 𝑥

1 − 𝑥2

2 + 𝑥3

3 − · · · + (−1)𝑛−1 𝑥𝑛

𝑛
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Taylorův polynom

Příklad 13.3
Určete Taylorův (Maclaurinův) polynom funkce 𝑓 v bodě 𝑥0 stupně 𝑛, je-li

a) 𝑓(𝑥) = tg 𝑥, 𝑥 = 0, 𝑛 = 1,

b) 𝑓(𝑥) = 𝑥
√

𝑥, 𝑥 = 1, 𝑛 = 3,

c) 𝑓(𝑥) = sin 𝑥, 𝑥 = 0, 𝑛 = 4.
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Derivace funkce dané parametricky

𝑓 :

⎧⎨⎩𝑥 = 𝑥(𝑡)
𝑦 = 𝑦(𝑡)

𝑥 = 𝑥(𝑡) je prostá a existuje inverzní funkce 𝑡 = 𝜙(𝑥)
Z pravidla pro derivování inverzní funkce: 𝑡′

𝑥 = 1
𝑥′

𝑡
Z pravidla pro derivování složené funkce:

𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑡 = 𝜙(𝑥) ⇒ 𝑦 = 𝑦(𝜙(𝑥)) =⇒ 𝑦′
𝑥 = 𝑦′

𝑡 · 𝑡′
𝑥 ⇒ 𝑦′

𝑥 = 𝑦′
𝑡 · 1

𝑥′
𝑡
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Derivace funkce dané parametricky

𝑦′
𝑥 = 𝑦′

𝑡

𝑥′
𝑡

𝑦′′
𝑥𝑥 = (𝑦′

𝑥)′
𝑡

𝑥′
𝑡

, 𝑦′′′
𝑥𝑥𝑥 = (𝑦′′

𝑥𝑥)′
𝑡

𝑥′
𝑡

, 𝑦′′′′
𝑥𝑥𝑥𝑥 = (𝑦′′′

𝑥𝑥𝑥)′
𝑡

𝑥′
𝑡
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Derivace funkce dané parametricky

Příklad 13.4
Vypočtěte derivaci funkce dané parametricky rovnicemi

𝑓 :

⎧⎨⎩𝑥 = cos 𝑡

𝑦 = sin 𝑡
.
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Děkuji za pozornost!
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