Matematika 2 (G) — Domaci tlohy BAA009

BAAOO9 Matematika 2 (G)

ry 7

Domaci ulohy

Zakladni vzorce na integrovani
v /sinxdx = —cosx +c,

v /cosmdx =sinx + ¢,

cos? x

1 1
v / dx:tga:+c,x7é(2k+1)§7r,

sin® x

1
v / dr = —cotgx + ¢, x # km,

1
v /1+$2dx:ar0tg:c+c,

// L g i+
x = arcsinz + ¢,
V1—a?
//sinhxdxzcoshx—l—c,

v /COShfL‘dl‘ = sinh x + ¢,

1
v ————dx =tghz +c,
/costh &

1
\//. 5— dr = —cotghz + ¢,
sinh® x

v /cf(x)dx:c/f(a:)da:,

¢ [ g do= [ f@yar [gla)d,

L
v /(k:lfl(x):t---:tknfn(x))dm:k;l/fl(x)dxi---ik:n/fn(x)dx.

Odvozené vzorce na integrovani

v / ]}’((xm)) dx =In|f(x)| + ¢, uzitim substituce f(x) = t.
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1
v /f(ax +b)dz = —F(ax + b) + ¢, uZitim substituce ax + b = t.
a

v

| s

de =1In|z + Va2 £ B| + ¢, B # 0, uZitim Eulerovy substituce Vx> + B =t — x.

Nasledujici odvozené vzorce lze v technické praxi pouzit, ale v predmétu BAA0O9 je nutné umét cely
vypocet odvozeni!

1 1
v / dr = — arctg% + ¢, uZitim vztahu /

v

v

(T1)

(NP)

2 4+ A2 A

rz— A
T +

1 1
/—wQ—AQdm:ﬁln

| 7

substituce.

. Integrace uzitim zakladnich vzorci.

a)/(x—i—i—l—\/f—l—%) dx
o ()
c)/(10$—2f+521’) dx
d)/x3—2x+1dx

3
1—2\2
e)/( x) dx
T
2
x
f
)/x2+1d:v

) / 5sin?z + 3 cos? x
& 2sin? z cos? x

dx

Integrace uzitim zakladnich vzorct.

a) /(3x2+2m —1)dx

3
-1
b)/%dw

c) /—(\/E+2)3 dx

T

Integrace uzitim zékladnich vzorcu.

a) /x2(a:2—|—1)dx

b) / (x\;;)g dx

+ 22

x
dx = arcsin 1 +c, A>0,|x| < A, uZitim vztahu

dx = arctgx + ¢ a substituce.

' +c¢, A>0,|x| # A, uZitim rozkladu na parcidlni zlomky.

T = arcsinx + c a

| ==

1 2
[ 5o+ ol + ZovE + 205+ C)

28 33 4

—_ 5 _ C
[15\/x_+2\3/p+3$+ ]
In10 In2 2Inb

2 1
‘o 4c
[x+x 2x2+ ]

+C |

1
[—;+m—21n\x|+0]

[ x —arctgz + C' |

) 3
[étgx—écotgx—i—C’]

(22 + 2 —x+C ]
3

[3
2
[§Iﬁ+6x+24\/5+81n|x|+0]

+3z—Injz|+C |

A

[34—34-0]

[ 20%VE — gaVE+ 20T~ 2T+ C ]
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2. Integrace substituc¢ni metodou.

(NP)

4x—3) dx

23:—

V2 — 49952

/
)| =
v/ aﬁf’il
) [ &5
)

er

sin z cos® = dx

/ SINT os 1 da

Integrace substituéni metodou.

/ ry/arctg efﬂ

1+62’”

T/ 3:2

c¢) [ sin®xzcosxdr

T

e) /de

. Integrace metodou per partes.

a) /xe“ dx

b) /xsinZa:’d:c

c) /x3ex2 dx

d) /lnxd$

)/ln x-xdr

f) /asln(:v—i— 1)dz

Integrace metodou per partes.

T CoST
a) dx
3
sin®

b) /xsinhx dx

[In|sinz + 1]+ C']
[In|e® 4+ 1|4+ C ]

1
[—10084:1:—1—0]

[esinm+c]

[ gvarctg?’ e +C'|
[arccos1 +C |

T
[ %Sin7x+0]
[—ex +C ]

[ sin(lnx) + C'|

[e®(x—1)+C ]
[ Lrcos2e 4 Lsinze 1)
5 o8 22 + 7 sin 2w

(1@~ 1)+ C]

2
[zlnz —2+4+ C]
2
s, Sye 3 3
[2(ln:1: 21n:1;+21nx 4)—|—C]
1 1 1
—1 D(x? —1) — -2 + =
[2 n(z+ 1)(z ) i ~|—2:E+C’]
T 1
_281n2x_500tgx+c]

[ x cosha —sinhz + C' |
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c) /51’6496 dx

d) / e cos 2x dx
e) /(332 — 2z +b)e “dx

. Integrace racionalni lomené funkce.

)/ 3r+1 g
a ——dx
2+ 2x+5

b) /de
2 —3x+3
222 + 41z — 91

% / G-D@-o-12) "

e +1
d)/ex—ldx

N / 323 — 52 + 8w e
(22 —2x+1)(22 — 1)

) )
[ —erizu — E674x +C ]
[ %(cos2x +2sin2z) + C'|

[ —e (2?4 5)+ C ]

3 1
[§ln(x2+2x+5)—arctg%+6']

1 2z — 3
[§1n|x2—3x+3‘+\/§arctg ’ +C']

(z— 1tz —4)°
(x +3)7

[ In +C'|]

[ —In|e®|+2In|e® — 1|+ C' ]

[—§($_1>2—x_1+ln\(:c—1)(:v+1)2]+0]

(T2) Integrace racionalni lomené funkce.
dx 1. (z+1)? 2r — 1
d -1 — arct C
/xs_,_lx [6 xQ—x+1+\/_ng 7 +C']
(NP) Integrace racionalni lomené funkce.
227 + 41z — 91 (z — )4z — 4)°
a dx In +C
)/(x—l)(:v+3)(x—4) [ (x+3) |
(r —1)? 9 2r + 3
b —————dx = In(z” + 3z +4) + —= arct C
) / x2+3x+4 [ ( ) V7 & V7 )
5. Integrace goniometrickych funkci.
1,
sin x cos x dx [§sm x+C|
/tgxd:c [ —In|cosz|+ C ]
/1—2281nxdx [sinm—2+c]
cos cos
1 2
/cos xdx [gsianOSQl’—FgSinﬂ?—l—C]
1 sinx + 1
—In|—|+C
/cosx [2nsinx—1+ ]
1 1 i t
/ S e L el
co 4 1 —sinz COS T
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(NP) Integrace goniometrickych funkei.
.3 L.y
a)/sm xcosxdr [Z—lsm z+C|
6
b) /c0s52xsin2:vdx [_colszx+c]

sinx — cosx
c) ——dx
Sinx + CcosSx

6. Integrace iracionalnich funkci.

/Sx—l—l 1
dz
r—1(x+1)(x—1)

C>/\/_ 7\/_+12\/‘
(Vz — V)

d)/ﬂxﬁdx

(T3) Integrace iracionélnich funkci.

1=z

(NP) Integrace iracionalnich funkei.

e
b)/ﬁdx

r+1

[ —In|sinz + cosz|C |

[2(VZ —In[yz +1]) + C]

3,4/x+1

[__

2Vz—1
]_21 1

= Vs — 21 ¥Vt + 4 Va3 4 30 Va2+

12 /7 +241n | ¥z + 1|+ 361n | ¥z — 1| + C ]

[2—2vVx+2In|r+1|+C]

+ O]

Yr-1

[6\/5—2\/5——\/_ J_ 31n Vil

)

— - +1n|1+\/_|) C]

e i e

7. Vypocet urcitého integralu — Gpravou.

5
a)/ 1dal:
3 T
3
b)/ |1 — 3z|dx
0
1

>/ 2x J
C —
-1 \/5—33'2

8. Vypocet urcitého integralu — metoda per partes.

s
a) / rsinzdr
0

[ ]
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1
b)/ In(z +2) do (33 —2]
—1
1
c)/ arccos r dx [ 7]
-1
! 2.4 1
d)/O ¥ dw [§e3+§]

9. Vypocet urcitého integralu — substitu¢ni metoda.

4 1 3 1
——d 2ln - — =
) [ T 2y 73
= sin”xcosw 3
Inz 1
—d —1In?
c)/l " T [2115]
2 1
d)/2s1n2:ccosxd:1; [ =]
0 3

(NP) Vypocet urcitého integralu.

a)/_7|a:+1|d:v [36]
b) /_1coshxdx [6_2]

1 dr 2
), il
d)/::;ixxda: [V2-1]

10. Vypoctéte obsah krivocarého lichobéznika ohraniceného krivkami
2?+yt=1,y=1—x,2>0,y>0.

m™—2
Ry
v . PR 1, 1
11. Vypoctéte délku oblouku rovinné krivky y = F 75 Inz, z € (1,3).
1

12. Vypoctéte objem télesa, které vznikne rotaci plochy P kolem osy =x.
P:y=—a22+1,y=—222+2.

10

5
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NP Vypoététe povrch télesa, které vznikne rotaci kiivky kolem osy x. P : x = acos®t, y = asin®t,
te(0,7m), a>0.

[ 6ma’ ]
2
vh v . , . L s . 2 2
NP Najdéte tézisté homogenni hmotné oblasti omezené kiivkami y = z°, y = a2
x

7 (0 2415
307 — 20

NP Stanovte defini¢ni obor dané funkce a nacrtnéte jej.

a) z=+/1—(22+y)? b) z=2yy—a2+5\/x —y?
z? 4y
::BZ—yQ

c) =z d) z = arcsin(1 — 2% — y?) + arcsin 2zy

[a) Dz={(z;y) EEy: —2?> -1 <y < —a?+1};b) Dz ={(z;9) € By : y > 22 A x > 4°}; ¢)
Dz=FE;—{(r;9) €EEy:y=aAy=—2};d) Dz = {(1;9) €Ey: 2* + 9> <2} N ({(239) €
1

1 1
Eo:y>—Azxz>0U : E:v<—-—Az<0VHU : E:y< —Azx >
21y 2 —5 AT FJU{(ziy) e By iy < 5r N Du{(z;y) € Ey 1y < 5 N

O}U{(x;y)e]EQ:yZ%/\x<O}]

13. Vypoctéte parcialni derivace prvniho radu danych funkci.

3
a) z = Ty b) v = (Sin I)cosy
r—=y
. Y
c) z=uxyem™ d) y=In vty -3
2?24+y?+u
3y? 322
[a) 2/ =—TF— 2/ = —
x (ZL‘ _ y)2 Yy (l’ _ y)g
b) 2, = cosacosy(sinx)*V!, 2 = —sinyInsina(sin z)Y;
)z, =em™y(1 + Ty cosTay), 2, = e (1 + Ty cos TLY);
d) Zi’l? - @@ Z/ — €

NP Vypoctéte parcialni derivace prvniho fadu danych funkci.

z+y\° T+
a) z=1/1— ( y) + arcsin J b) z=(2z+y)**
Ty Ty

o L jey—a—y , 1 Joy—xz—y,
[a) o=y X2V Y
T Y+ +Yy Y Y+ +Yy

b) 2 =2[1+In(2z +y)]z, 2, = [1 + In(2z + y)]2]
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14. Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého radu danych funkci.

2
cos T Y
a) z= b) z=xyy+
) ) ) VY i
,  2sina®+4a’cosz® ,  2cosz® |, 2xsinz® s Ay
[a>x:m:__ 7Zyy_ 3 7Zwy_ 2 7b)sz_ 7
Yy Yy Yy 9xs
1 1

"

2y = —
Y 2\/y 373

]

NP Vypoctéte vSsechny parcialni derivace druhého fadu danych funkei.

T 1
a) 2= ————— b) z==In(a®+ 4>
[ a) Z” _ _337?/2 Z” _ y(2$2 - y2) z// _ _x(xQ + 2y2), b) Z” _
V@)Y ) " , Vv @y " @) o
—2xy v —y
n o "o __

]

Zfry o (x2 4 y2)2’ Zyy o (x2 4 y2)2

15. Vypoctéte vSsechny pozadované derivace danych funkci.

. 2
a) z=e¢"lny+sinylnw, o, =7, v, =7 b) z =2+, Zpay =1
e’ siny 2e” 2
mno [/ . "o __ 3 2
[a) 2oy = R Zyyy = T cosylna; b) 21 =2+ ey’ (4 + 2wy?) |

NP Urcete d?z v bodé A funkce 2z = f(z,y).

™

4,% b) z=ylnz, A=(11)

a) z=sinzrsiny, A=

1 1
[a) —§dx2 — dxdy — idgf; b) —dx? + 2dzdy |
NP Uréete d*z v bodé A funkce z = f(z,y).
a) z=e" A=11,2]

[ a) 4e’dx? + 6e*dxdy + e*dy? |

Taylorova véta pro funkci f(x), X = [z1,29,...,2,]:
1 1 1
f(X) = f(Xo) + Fdf(Xo) + Ede(Xo) +t Ednf(Xo) + RnJrl(X)?
1
kde Zbytek Rn+1(X> = mdn+1f($1 + 5h1, R ) + 5hn), o€ (0, 1)

y? — 22

(1'2 + y2)2’

8 Mgr. et Mgr. Jan Safaiik, Ph.D.
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16. Napiste Tayloriuv polynom stupné n pro funkci y = f(x,y) v bodé A.

a) z=¢e"siny, A=1[0,0], n=3
b) z=sin(zy), A= [O,g], n=2

1 1 T T
[a) y+ 2y + =2’y — =y°; b) Srtaly—3)]

2 6 2

NP Napiste Tayloriv polynom stupné n pro funkci y = f(z,y) v bodé A.

a) z=In(l—2z)In(l—y), A=10,0, n=3
[a) 2y + 2%y + 5217 ]

Pravidla pro pocditani slozenych funkci:

ds_ (01 dz_ (01 dy
dt  \oz/) dt dy ) dt

e w= f(z,y,2), r =x(u,v), y = y(u,v) a z = z(u,v)

du_ (o) o (o) oy (0w o2
ou \ 0z ) Ou dy ) Ou dy ) ou’

ow_ (0w or (0w By (o) o
ov  \ox/) v oy ) Ov dy ) v’

Obecné: w = f(x1,...,ZTm), T = (t1, ..., ), prok=1,...,m

ow ([ Ow o0xq n ow 019 P 8_w &c_m

kdei=1,2,...,n.

NP Vypoctéte parcidlni derivace prvniho radu slozenych funkci.

a) z=u+v* u=2*+siny, v=In(z+y)
b) z=wu?v—v®u, u==zcosy, v=zsiny

[a) 2} =2z +

I 2 . I 2 &3 oo
iy In(z +y), 2, = cosy + = In(z + y); b) 2 = 3z siny cosy(cosy — siny),

2z, = 2%(siny + cosy)(1 — 3siny cosy) |
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NP Vypoctéte parcialni derivace prvniho radu slozenych funkci.

< |8

a) z=u",u=In(z+y),v=e

x

@ 1 y
e vu —e

[a) 2, = vu®! +u'lno Y= +u’Inu 2y ]

r—Yy Y y—z Y

NP Urcete prvni parcidlni derivace funkce z = f(x,y), kterd je ddna implicitné danou rovnici.

a) cos(ax 4+ by — cz) = k(ax 4+ by — c2)
b) r4+y+z=¢€

a b 1
[a)zé::z,z;:g;b)/: v

=z
(x+y+2z—-1) 7

NP Vypoctéte prvni parcidlni derivace v bodé A funkce z = f(z,y), ktera je dana implicitné danou
rovnici.

a) e +a*y+2+5=0 A=[1,-6,0]
b) cos’x + cos’y +cos’z — 1 =0, A:[%E,Z

2°6

[8) 24(4) = 6, 2)(A) = 5. b) 2L(4) = —1, (4) = 0]

Y

3 T =1

tg a = fi(z0,50)
tg 8= f,(z0,%0)
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a) explicitni tvar plochy z = f(zy)
T 2=z = fo(M)(x —x0) + f,(M)(y — 1) nebo
fo(M)(z —20) + [ (M)(y — yo) — (2 — 20) = 0
n: x=x0+ fr(M)-s
y=uyo+ f(M)-s seR
z2=2z0—8
b) implicitni tvar plochy F(z,y,z) =0
T Fy(M)(z —x0) + F,(M)(y — yo) + F.(M)(2 — 20) = 0
n: x=uxo+ F(M)-t
y=yo+F,(M)-t teR
z=zo+ F.(M)-t
Sy =1, = (F;(M),F;(M),FZ/(M))
c¢) gradient v bodé M = [z, yo, 20]
grad f(z,y) = (f2(M), f,(M), -1)
grad F(z,y, z) = (F,(M), Fy,(M), F.(M)

grad L 7
grad || n

Pozndmky k prikladdm:

i.

ii.

1il.

Mate-li sestrojit tecnou rovinu nebo normaéalu plochy v zadaném bodé, dosadite do vyse uve-
denych vzorct

Pokud tesite tlohu sestrojit tecnou rovinu plochy, kterd je rovnobézna se zadanou rovinou p,
vyuzijete faktu, ze grad f(z,y) resp. grad F(x,y,z) je vlastné jen k-nidsobkem normélového
vektoru zadané roviny:

grad f(z,y) =k -7, nebo
grad F(z,y,2) =k -1,

Odsud si vyjadrite z, y a z pomoci k a dosadite do rovnice plochy. Hodnoty & mam urc¢i tecné
body, ve kterych je tecna rovina 7 rovnobéznd se zadanou rovinou p. DAl se postupuje podle
bodu 1.

Stejnym zptsobem fesite hledani tecné roviny kolmé k zadané primce p. Jen misto normalového
vektoru budete uvazovat smérovy vektor primky s),.

Resite-li tlohu sestrojit te¢nou rovinu, kterd je kolméd k zadanym rovindm o a 3, vyuzijete
vztahu:
My L (Mg, Tg).

Déle postupujete podle 2.

11
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Tecna a normalova rovina prostorové kiivky v bodé M = [z, yo, 20]

Poznamky k prikladdm:

i. Mate-li sestrojit te¢nu nebo normélovou rovinu prostorové krivky v zadaném bodé, dosadite do
vyse uvedenych vzorci

ii. Pokud fesite tlohu sestrojit te¢nu prostorové krivky, ktera je dana jako prisecnice dvou ploch
F a G, vyuzijete vztahu:
S L (grad F,grad G),

Sy tedy urcite pomoci vektorového soucinu a poté dosadite do vysSe uvedenych vzorct.

iii. Resite-li llohu sestrojit tec¢nu, kterd je kolméa k zadané roviné v, vyuzijete toho, ze s; - 17, = 0.

12 Mgr. et Mgr. Jan Safaiik, Ph.D.
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NP

17.

NP

NP

NP

18.

Naleznéte tecnou rovinu a normélu v bodé A plochy z = f(z,y) zadané implicitné danou

rovnici.

a) T2+’ +22-49=0, A=[2,-6,7]
b) (22 —a2¥wyz —y° =5, A=[1,1,2]

[a) 71 : 20—6y+32—49=0,n: oz =2+44t,y = —6—12t,2 = 346t, 7o : 20—6y—32—49 =0,
n: x=24+4y=—-6-12t,2=-3—-6t;b)7: 20 +y+112—-25=0,n: x=1+2t,y =

14+t z=2+11t]

Urcete te¢nou rovinu a norméalu v bodé T plochy z = f(z,y).
z=uaxy* — 2%y, T =1[2;1;7].

[7:3x4+z—4=0,n:2=2+3t,y=1,2=-2+1]

Urcete tecnou rovinu a normalu v bodé T' plochy z = f(z,y).

2
Y
2= T =1[-1;2;7].

[7:8x4+4dy—zdd=on:x=—-1+8,y=2+4t,z=4—1]

Urcete derivaci ve sméru §'v bodé A a gradient v bodé A funkce z = f(x,y).

z=\/22+y? —xy, A=[3;4], §=(3;4).

1 17- 11
OZA 9 7 - .

[%( ):—g»gfadzz—gl—gﬂ

Urcete derivaci funkce z = In(z* + y*) v bodé A = [1;2].
a) ve sméru tetného vektoru v bodé A ke kiivee y = 24/x,
b) ve sméru, v némz je derivace maximalni.

[a) g—z;(A) = —2\/5; b) %(A) - _g\@]

Naleznéte lokalni extrémy danych funkci.

a) z=xy—a2*—y+6x+3
b) z =223+ xy® + 5x? + ¢
c) z:ln%—i—any—l—ln(IZ—:U—y)

[ a) [4;4] — lok. max.; b) [-1;—2] a [—1;2] — neni, [0;0] — lok. min., [—g;O] — lok. max.; ¢)

[3; 6] — lok. max. |

13
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NP Naleznéte lokalni extrémy danych funkei.

Ty
b) z=yr —y*—x+6y

[a) [5;2] — lok. min.; b) [4;4] — lok. max. ]

NP Naleznéte vazané extrémy dané funkce pti danych podminkach.

a) z=ux+2y; podm. 22 +y*=5
1 1

b) z=—+—; podm. z +y =2
r Yy

[a) [1;2] - lok. max., [-1; —2] — lok. nim.; b) [1;1] - lok. min. |

NP Naleznéte vazané extrémy dané funkce pti danych podminkach.

a) z=x+y; podm. zy =1

1 1 1

b) z=—+—; podm. — + — =1
r Yy T Y

—_

[a) [1;1] — lok. max., [~1; —1] — lok. nim.; b) [=v/2; —v/2] — lok. min., [v/2; /2] - lok. max. |
19. Najdéte absolutni extrémy funkce z = 2> —zy+y?, M je uréena nerovnici |z|+|y| < 1.
[ [0;1], [0; —1], [1;0], [-1;0] — abs. max., [0;0] — abs. min.]

NP Najdéte absolutni extrémy danych funkci.

a) z =%+ 2zy — 4x + 8y; na obdélniku 0 <z <1, 0 <y <2
b) z =2+ y? — 122 + 16y; na oblasti dané nerovnici 2? + 3> < 25

[a) [1;2] — abs. max., [1;0] — abs. nim.; b) [3; —4] — abs. min., [-3;4] — abs. max.]
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