
Matematika 2 (G) – Domácí úlohy BAA009

BAA009 Matematika 2 (G)
Domácí úlohy

Základní vzorce na integrovaní

X
∫

sinx dx = − cosx+ c,

X
∫

cosx dx = sinx+ c,

X
∫

1

cos2 x
dx = tgx+ c, x 6= (2k + 1)

1

2
π,

X
∫

1

sin2 x
dx = − cotgx+ c, x 6= kπ,

X
∫

1

1 + x2
dx = arctgx+ c,

X
∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ c,

X
∫

sinhx dx = coshx+ c,

X
∫

coshx dx = sinhx+ c,

X
∫

1

cosh2 x
dx = tghx+ c,

X
∫

1

sinh2 x
dx = − cotghx+ c,

X
∫

cf(x) dx = c

∫
f(x) dx,

X
∫
(f(x)± g(x)) dx =

∫
f(x) dx±

∫
g(x) dx,

=⇒

X
∫
(k1f1(x)± · · · ± knfn(x)) dx = k1

∫
f1(x) dx± · · · ± kn

∫
fn(x) dx.

Odvozené vzorce na integrování

X
∫

f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ c, užitím substituce f(x) = t.
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X
∫

f(ax+ b) dx =
1

a
F (ax+ b) + c, užitím substituce ax+ b = t.

X
∫

1√
x2 ±B

dx = ln |x+
√
x2 ±B|+ c, B 6= 0, užitím Eulerovy substituce

√
x2 ±B = t− x.

Následující odvozené vzorce lze v technické praxi použít, ale v předmětu BAA009 je nutné umět celý
výpočet odvození!

X
∫

1

x2 + A2
dx =

1

A
arctg x

A
+ c, užitím vztahu

∫
1

1 + x2
dx = arctgx+ c a substituce.

X
∫

1

x2 − A2
dx =

1

2A
ln
∣∣∣∣x− A

x+ A

∣∣∣∣+ c, A > 0, |x| 6= A, užitím rozkladu na parciální zlomky.

X
∫

1√
A2 − x2

dx = arcsin x

A
+ c, A > 0, |x| < A, užitím vztahu

∫
1√

1− x2
dx = arcsinx + c a

substituce.

1. Integrace užitím základních vzorců.

a)
∫ (

x+
1

x
+
√
x+

1√
x

)
dx [ 1

2
x2 + ln |x|+ 2

3
x
√
x+ 2

√
x+ C ]

b)
∫ (

14

3

√
x3 − 11

3
√
x5

− 4

3x2

)
dx [ 28

15

√
x5 +

33

2
3
√
x2

+
4

3x
+ C ]

c)
∫ (

10x − 2x + 52x
)
dx [ 10x

ln 10
− 2x

ln 2
+

52x

2 ln 5
+ C ]

d)
∫

x3 − 2x+ 1

x3
dx [ x+

2

x
− 1

2x2
+ C ]

e)
∫ (

1− x

x

)2

dx [−1

x
+ x− 2 ln |x|+ C ]

f)
∫

x2

x2 + 1
dx [ x− arctgx+ C ]

g)
∫

5 sin2 x+ 3 cos2 x
2 sin2 x cos2 x

dx [ 5

2
tgx− 3

2
cotgx+ C ]

(T1) Integrace užitím základních vzorců.

a)
∫

(3x2 + 2x− 1) dx [ x3 + x2 − x+ C ]

b)
∫

x3 + 3x− 1

x
dx [ x3

3
+ 3x− ln |x|+ C ]

c)
∫

(
√
x+ 2)3

x
dx [ 2

3
x
√
x+ 6x+ 24

√
x+ 8 ln |x|+ C ]

(NP) Integrace užitím základních vzorců.

a)
∫

x2(x2 + 1) dx [ x5

5
+

x3

3
+ C ]

b)
∫

(x− 1)3√
x

dx [ 2

7
x3
√
x− 6

5
x2
√
x+ 2x

√
x− 2

√
x+ C ]
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2. Integrace substituční metodou.

a)
∫

(4x− 3)4 dx [ 1

20
(4x− 3)5 + C ]

b)
∫

1

(2x− 7)5
dx [ −1

8

1

(2x− 7)4
+ C ]

c)
∫

5√
2− 49x2

dx [ 5

7
arcsin 7x√

2
+ C ]

d)
∫

cosx
sinx+ 1

dx [ ln | sinx+ 1|+ C ]

e)
∫

ex

ex + 1
dx [ ln |ex + 1|+ C ]

f)
∫

sinx cos3 x dx [ −1

4
cos4 x+ C ]

g)
∫

esinx cosx dx [ esinx + C ]

(NP) Integrace substituční metodou.

a)
∫

ex
√

arctg ex
1 + e2x

dx [ 2

3

√
arctg3 ex + C ]

b)
∫

dx

x
√
x2 − 1

[ arccos 1
x
+ C ]

c)
∫

sin6 x cosx dx [ 1

7
sin7 x+ C ]

d)
∫

e
1
x

x2
dx [ −e

1
x + C ]

e)
∫

cos(lnx)

x
dx [ sin(lnx) + C ]

3. Integrace metodou per partes.

a)
∫

xex dx [ ex(x− 1) + C ]

b)
∫

x sin 2x dx [ −1

2
x cos 2x+

1

4
sin 2x+ C ]

c)
∫

x3ex
2

dx [ 1

2
ex

2

(x2 − 1) + C ]

d)
∫

lnx dx [ x lnx− x+ C ]

e)
∫

ln3 x · x dx [ x2

2
(ln3 x− 3

2
ln2 x+

3

2
lnx− 3

4
) + C ]

f)
∫

x ln(x+ 1) dx [1
2

ln(x+ 1)(x2 − 1)− 1

4
x2 +

1

2
x+ C ]

(NP) Integrace metodou per partes.

a)
∫

x cosx
sin3 x

dx [ − x

2 sin2 x
− 1

2
cotgx+ C ]

b)
∫

x sinhx dx [ x coshx− sinhx+ C ]
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c)
∫

5xe−4x dx [ −5

4
xe−4x − 5

16
e−4x + C ]

d)
∫

ex cos 2x dx [ ex

5
(cos 2x+ 2 sin 2x) + C ]

e)
∫

(x2 − 2x+ 5)e−x dx [ −e−x(x2 + 5) + C ]

4. Integrace racionální lomené funkce.

a)
∫

3x+ 1

x2 + 2x+ 5
dx [ 3

2
ln(x2 + 2x+ 5)− arctg x+ 1

2
+ C ]

b)
∫

x

x2 − 3x+ 3
dx [ 1

2
ln
∣∣x2 − 3x+ 3

∣∣+√
3 arctg 2x− 3√

3
+ C ]

c)
∫

2x2 + 41x− 91

(x− 1)(x2 − x− 12)
dx [ ln

∣∣∣∣(x− 1)4(x− 4)5

(x+ 3)7

∣∣∣∣+ C ]

d)
∫

ex + 1

ex − 1
dx [ − ln |ex|+ 2 ln |ex − 1|+ C ]

e)
∫

3x3 − 5x2 + 8x

(x2 − 2x+ 1)(x2 − 1)
dx [ −3

2

1

(x− 1)2
− 2

x− 1
+ ln |(x− 1)(x+ 1)2|+ C ]

(T2) Integrace racionální lomené funkce.∫
dx

x3 + 1
dx [ 1

6
ln (x+ 1)2

x2 − x+ 1
+

1√
3

arctg 2x− 1√
3

+ C ]

(NP) Integrace racionální lomené funkce.

a)
∫

2x2 + 41x− 91

(x− 1)(x+ 3)(x− 4)
dx [ ln

∣∣∣∣(x− 1)4(x− 4)5

(x+ 3)7

∣∣∣∣+ C ]

b)
∫

(x− 1)2

x2 + 3x+ 4
dx [ x− 5

2
ln(x2 + 3x+ 4) +

9√
7

arctg 2x+ 3√
7

+ C ]

5. Integrace goniometrických funkcí.

a)
∫

sinx cosx dx [ 1

2
sin2 x+ C ]

b)
∫

tgx dx [ − ln | cosx|+ C ]

c)
∫

1− 2 sinx

cos2 x
dx [ sinx− 2

cosx
+ C ]

d)
∫

cos3 x dx [ 1

3
sinx cos2 x+

2

3
sinx+ C ]

e)
∫

1

cosx
dx [ 1

2
ln
∣∣∣∣sinx+ 1

sinx− 1

∣∣∣∣+ C ]

f)
∫

1

cos3 x
dx [ 1

4

(
ln
∣∣∣∣1 + sinx

1− sinx

∣∣∣∣+ 2
tgx
cosx

)
+ C ]
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(NP) Integrace goniometrických funkcí.

a)
∫

sin3 x cosx dx [ 1

4
sin4 x+ C ]

b)
∫

cos5 2x sin 2x dx [ −cos6 x
12

+ C ]

c)
∫

sinx− cosx
sinx+ cosx

dx [ − ln | sinx+ cosx|C ]

6. Integrace iracionálních funkcí.

a)
∫

1√
x+ 1

dx [ 2(
√
x− ln |

√
x+ 1|) + C ]

b)
∫

3

√
x+ 1

x− 1

1

(x+ 1)(x− 1)
dx [ −3

2
3

√
x+ 1

x− 1
+ C ]

c)
∫ 4

√
x3 − 7

3
√
x2 + 12

√
x

x( 3
√
x− 6

√
x)

dx [ 12

5

12
√
x5 − 21

12
√
x4 + 4

12
√
x3 + 30

12
√
x2+

12 12
√
x+ 24 ln | 12

√
x+ 1|+ 36 ln | 12

√
x− 1|+ C ]

d)
∫

x

x+
√
x
dx [ x− 2

√
x+ 2 ln |

√
x+ 1|+ C ]

(T3) Integrace iracionálních funkcí.∫ √
x

1− 3
√
x
dx [ −6 6

√
x− 2

√
x− 6

5

6
√
x5 − 6

7

6
√
x7 − 3 ln

∣∣∣∣ 6
√
x− 1

6
√
x+ 1

∣∣∣∣+ C ]

(NP) Integrace iracionálních funkcí.

a)
∫

dx

1 + 3
√
x
dx [ 3

(
3
√
x2

2
− 3

√
x+ ln |1 + 3

√
x|

)
+ C ]

b)
∫

1 +
√

x
x+1

x+ 1
dx [ −2

√
x

x+ 1
− 2 ln

∣∣∣∣√ x

x+ 1
− 1

∣∣∣∣+ C ]

7. Výpočet určitého integrálu – úpravou.

a)
∫ 5

3

1

x
dx [ ln 5

3
]

b)
∫ 3

0

|1− 3x| dx [ 65

6
]

c)
∫ 1

−1

2x√
5− x2

dx [ 0 ]

8. Výpočet určitého integrálu – metoda per partes.

a)
∫ π

0

x sinx dx [ π ]
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b)
∫ 1

−1

ln(x+ 2) dx [ 3 ln 3− 2 ]

c)
∫ 1

−1

arccosx dx [ π ]

d)
∫ 1

0

e3xx dx [ 2

9
e3 +

1

9
]

9. Výpočet určitého integrálu – substituční metoda.

a)
∫ 4

1

1

(1 +
√
x)2

dx [ 2 ln 3

2
− 1

3
]

b)
∫ π

3

π
4

1− sin2 x

sin3 x cosx
dx [ 1

3
]

c)
∫ 5

1

lnx

x
dx [ 1

2
ln2 5 ]

d)
∫ π

2

0

sin2 x cosx dx [ 1

3
]

(NP) Výpočet určitého integrálu.

a)
∫ 5

−7

|x+ 1| dx [ 36 ]

b)
∫ 1

−1

coshx dx [ e− 1

e
]

c)
∫ 1

0

dx

(2x+ 1)3
dx [ 2

9
]

d)
∫ π

2

π
4

cosx
sin2 x

dx [
√
2− 1 ]

10. Vypočtěte obsah křivočarého lichoběžníka ohraničeného křivkami
x2 + y2 = 1, y = 1− x, x ≥ 0, y > 0.

[ π − 2

4
]

11. Vypočtěte délku oblouku rovinné křivky y =
1

4
x2 − 1

2
lnx, x ∈ 〈1, 3〉.

[ 2 + 1

2
ln 3 ]

12. Vypočtěte objem tělesa, které vznikne rotací plochy P kolem osy x.
P : y = −x2 + 1, y = −2x2 + 2.

[ 16

5
π ]
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NP Vypočtěte povrch tělesa, které vznikne rotací křivky kolem osy x. P : x = a cos3 t, y = a sin3 t,
t ∈ 〈0, π〉, a > 0.

[ 6πa2

2
]

NP Najděte těžiště homogenní hmotné oblasti omezené křivkami y = x2, y =
2

1 + x2
.

[ T
(
0;

24 + 15π

30π − 20

)
]

NP Stanovte definiční obor dané funkce a načrtněte jej.

a) z =
√

1− (x2 + y)2 b) z = 2
√
y − x2 + 5

√
x− y2

c) z =
x2 + y2

x2 − y2
d) z = arcsin(1− x2 − y2) + arcsin 2xy

[ a) Dz = {(x; y) ∈ E2 : −x2 − 1 ≤ y ≤ −x2 + 1}; b) Dz = {(x; y) ∈ E2 : y ≥ x2 ∧ x ≥ y2}; c)
Dz = E2 − {(x; y) ∈ E2 : y = x ∧ y = −x}; d) Dz = {(x; y) ∈ E2 : x2 + y2 ≤ 2} ∩ ({(x; y) ∈
E2 : y ≥ − 1

2x
∧ x > 0} ∪ {(x; y) ∈ E2 : y ≤ − 1

2x
∧ x < 0}) ∪ {(x; y) ∈ E2 : y ≤ 1

2x
∧ x >

0} ∪ {(x; y) ∈ E2 : y ≥ 1

2x
∧ x < 0}]

13. Vypočtěte parciální derivace prvního řádu daných funkcí.

a) z =
3xy

x− y
b) z = (sinx)cos y

c) z = xyesinπxy d) y = ln
√

x2 + y2 − x√
x2 + y2 + x

[ a) z′x = − 3y2

(x− y)2
, z′y =

3x2

(x− y)2
;

b) z′x = cosx cos y(sinx)cos y−1, z′y = − sin y ln sin x(sinx)cos y;

c) z′x = esinπxyy(1 + πxy cos πxy), z′y = esinπxyx(1 + πxy cos πxy);

d) z′x =
−2√
x2 + y2

, z′y =
2x

y
√

x2 + y2
]

NP Vypočtěte parciální derivace prvního řádu daných funkcí.

a) z =

√
1−

(
x+ y

xy

)2

+ arcsin x+ y

xy
b) z = (2x+ y)2x+y

[ a) z′x = − 1

x2

√
xy − x− y

xy + x+ y
, z′y = − 1

y2

√
xy − x− y

xy + x+ y
;

b) z′x = 2[1 + ln(2x+ y)]z, z′y = [1 + ln(2x+ y)]z]
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14. Vypočtěte všechny parciální derivace druhého řádu daných funkcí.

a) z =
cosx2

y
b) z = x

√
y +

y
3
√
x

[ a) x′′
xx = −2 sinx2 + 4x2 cosx2

y
, z′′yy =

2 cosx2

y3
, z′′xy =

2x sinx2

y2
; b) z′′xx =

4y

9x
7
3

, z′′yy =
−x

4
√

y3
,

z′′xy =
1

2
√
y
− 1

3x
4
3

]

NP Vypočtěte všechny parciální derivace druhého řádu daných funkcí.

a) z =
x√

x2 + y2
b) z =

1

2
ln(x2 + y2)

[ a) z′′xx =
−3xy2√
(x2 + y2)5

, z′′xy =
y(2x2 − y2)√
(x2 + y2)5

, z′′yy =
−x(x2 + 2y2)√

(x2 + y2)5
; b) z′′xx =

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

z′′xy =
−2xy

(x2 + y2)2
, z′′yy =

x2 − y2

(x2 + y2)2
]

15. Vypočtěte všechny požadované derivace daných funkcí.

a) z = ex ln y + sin y lnx, x′′′
xyy =?, x′′′

yyy =? b) z = x2y + exy
2

, z′′′xxy =?

[ a) z′′′xyy = −ex

y2
− sin y

x
, z′′′yyy =

2ex

y3
− cos y lnx; b) z′′′xxy = 2 + exy

2
y3(4 + 2xy2) ]

NP Určete d2z v bodě A funkce z = f(x, y).

a) z = sinx sin y, A = [
π

4
,
π

4
] b) z = y lnx, A = (1, 1)

[ a) −1

2
dx2 − dxdy − 1

2
dy2; b) −dx2 + 2dxdy ]

NP Určete d2z v bodě A funkce z = f(x, y).

a) z = exy, A = [1, 2]

[ a) 4e2dx2 + 6e2dxdy + e2dy2 ]

Taylorova věta pro funkci f(x), X = [x1, x2, . . . , xn]:

f(X) = f(Xo) +
1

1!
df(Xo) +

1

2!
d2f(Xo) + · · ·+ 1

n!
dnf(Xo) +Rn+1(X),

kde zbytek Rn+1(X) =
1

(n+ 1)!
dn+1f(x1 + δh1, . . . , xn + δhn), δ ∈ (0, 1).
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16. Napište Taylorův polynom stupně n pro funkci y = f(x, y) v bodě A.

a) z = ex sin y, A = [0, 0], n = 3

b) z = sin(xy), A = [0,
π

2
], n = 2

[ a) y + xy +
1

2
x2y − 1

6
y3; b) π

2
x+ x(y − π

2
) ]

NP Napište Taylorův polynom stupně n pro funkci y = f(x, y) v bodě A.

a) z = ln(1− x) ln(1− y), A = [0, 0], n = 3

[ a) xy + 1
2
x2y + 1

2
xy2 ]

Pravidla pro počítání složených funkcí:

• z = f(x, y), x = x(t) a y = y(t)

dz

dt
=

(
∂f

∂x

)
· dx
dt

+

(
∂f

∂y

)
· dy
dt

• w = f(x, y, z), x = x(u, v), y = y(u, v) a z = z(u, v)

∂w

∂u
=

(
∂w

∂x

)
· ∂x
∂u

+

(
∂w

∂y

)
· ∂y
∂u

+

(
∂w

∂y

)
· ∂z
∂u

,

∂w

∂v
=

(
∂w

∂x

)
· ∂x
∂v

+

(
∂w

∂y

)
· ∂y
∂v

+

(
∂w

∂y

)
· ∂z
∂v

,

• Obecně: w = f(x1, . . . , xm), xk = xk(t1, . . . , tn), pro k = 1, . . . ,m

∂w

∂ti
=

(
∂w

∂x1

)
· ∂x1

∂ti
+

(
∂w

∂x2

)
· ∂x2

∂ti
+ · · ·+

(
∂w

∂xm

)
· ∂xm

∂ti
,

kde i = 1, 2, . . . , n.

NP Vypočtěte parciální derivace prvního řádu složených funkcí.

a) z = u+ v2, u = x2 + sin y, v = ln(x+ y)
b) z = u2v − v2u, u = x cos y, v = x sin y

[ a) z′x = 2x+
2

x+ y
ln(x+ y), z′y = cos y + 2

x+y
ln(x+ y); b) z′x = 3x2 sin y cos y(cos y − sin y),

z′y = x3(sin y + cos y)(1− 3 sin y cos y) ]
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NP Vypočtěte parciální derivace prvního řádu složených funkcí.

a) z = uv, u = ln(x+ y), v = e
x
y

[ a) z′x = vuv−1 1

x− y
+ uv ln v

e
x
y

y
, z′y =

vuv−1

y − x
+ uv lnu

−e
y
y

y2
]

NP Určete první parciální derivace funkce z = f(x, y), která je dána implicitně danou rovnicí.

a) cos(ax+ by − cz) = k(ax+ by − cz)
b) x+ y + z = ez

[ a) z′x =
a

c
, z′y =

b

c
; b) z′x =

1

(x+ y + z − 1)
= z′y ]

NP Vypočtěte první parciální derivace v bodě A funkce z = f(x, y), která je dána implicitně danou
rovnicí.

a) ez + x2y + z + 5 = 0, A = [1,−6, 0]

b) cos2 x+ cos2 y + cos2 z − 1 = 0, A =
[π
3
,
π

2
,
π

6

]
[ a) z′x(A) = 6, z′y(A) = −1

2
, b) z′x(A) = −1, z′y(A) = 0 ]

Tečná rovina a normála plochy v bodě M = [x0, y0, z0]
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Matematika 2 (G) – Domácí úlohy BAA009

a) explicitní tvar plochy z = f(xy)

τ : z − z0 = f ′
x(M)(x− x0) + f ′

y(M)(y − y0) nebo
f ′
x(M)(x− x0) + f ′

y(M)(y − y0)− (z − z0) = 0

n : x = x0 + f ′
x(M) · s

y = y0 + f ′
y(M) · s s ∈ R

z = z0 − s

~sn = ~nτ = (f ′
x(M), f ′

y(M),−1)

b) implicitní tvar plochy F (x, y, z) = 0

τ : F ′
x(M)(x− x0) + F ′

y(M)(y − y0) + F ′
z(M)(z − z0) = 0

n : x = x0 + F ′
x(M) · t

y = y0 + F ′
y(M) · t t ∈ R

z = z0 + F ′
z(M) · t

~sn = ~nτ = (F ′
x(M), F ′

y(M), F ′
z(M))

c) gradient v bodě M = [x0, y0, z0]

grad f(x, y) = (f ′
x(M), f ′

y(M),−1)

grad F (x, y, z) = (F ′
x(M), F ′

y(M), F ′
z(M)

grad ⊥ τ

grad ‖ n

Poznámky k příkladům:
i. Máte-li sestrojit tečnou rovinu nebo normálu plochy v zadaném bodě, dosadíte do výše uve-

dených vzorců

ii. Pokud řešíte úlohu sestrojit tečnou rovinu plochy, která je rovnoběžná se zadanou rovinou ρ,
využijete faktu, že grad f(x, y) resp. grad F (x, y, z) je vlastně jen k-násobkem normálového
vektoru zadané roviny:

grad f(x, y) = k · ~nρ nebo
grad F (x, y, z) = k · ~nρ

Odsud si vyjádříte x, y a z pomocí k a dosadíte do rovnice plochy. Hodnoty k mám určí tečné
body, ve kterých je tečná rovina τ rovnoběžná se zadanou rovinou ρ. Dál se postupuje podle
bodu 1.
Stejným způsobem řešíte hledání tečné roviny kolmé k zadané přímce p. Jen místo normálového
vektoru budete uvažovat směrový vektor přímky ~sp.

iii. Řešíte-li úlohu sestrojit tečnou rovinu, která je kolmá k zadaným rovinám α a β, využijete
vztahu:

~nτ ⊥ (~nα, ~nβ).

Dále postupujete podle 2.
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Matematika 2 (G) – Domácí úlohy BAA009

Tečna a normálová rovina prostorové křivky v bodě M = [x0, y0, z0]

γ : x = x(t)

y = y(t) t ∈ 〈α, β〉
z = z(t)

t : x = x0 + x′
t(M) · s

y = y0 + y′t(M) · s s ∈ R
z = z0 + z′t(M) · s

ρ : x′
t(M)(x− x0) + y′t(M)(y − y0) + z′t(M)(z − z0) = 0

~st = ~nρ = (x′
t(M), y′t(M), z′t(M))

Poznámky k příkladům:

i. Máte-li sestrojit tečnu nebo normálovou rovinu prostorové křivky v zadaném bodě, dosadíte do
výše uvedených vzorců

ii. Pokud řešíte úlohu sestrojit tečnu prostorové křivky, která je dána jako průsečnice dvou ploch
F a G, využijete vztahu:

~st ⊥ (grad F, grad G),

~st tedy určíte pomocí vektorového součinu a poté dosadíte do výše uvedených vzorců.

iii. Řešíte-li úlohu sestrojit tečnu, která je kolmá k zadané rovině ν, využijete toho, že ~st · ~nν = 0.
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Matematika 2 (G) – Domácí úlohy BAA009

NP Nalezněte tečnou rovinu a normálu v bodě A plochy z = f(x, y) zadané implicitně danou
rovnicí.

a) x2 + y2 + z2 − 49 = 0, A = [2,−6, ?]
b) (z2 − x2)xyz − y5 = 5, A = [1, 1, 2]

[ a) τ1 : 2x−6y+3z−49 = 0, n : x = 2+4t, y = −6−12t, z = 3+6t, τ2 : 2x−6y−3z−49 = 0,
n : x = 2 + 4t, y = −6− 12t, z = −3− 6t ; b) τ : 2x+ y + 11z − 25 = 0, n : x = 1 + 2t, y =
1 + t, z = 2 + 11t ]

17. Určete tečnou rovinu a normálu v bodě T plochy z = f(x, y).
z = xy2 − x2y, T = [2; 1; ?].

[ τ : 3x+ z − 4 = o; n : x = 2 + 3t, y = 1, z = −2 + t ]

NP Určete tečnou rovinu a normálu v bodě T plochy z = f(x, y).

z =
y2

x2
, T = [−1; 2; ?].

[ τ : 8x+ 4y − z44 = o; n : x = −1 + 8t, y = 2 + 4t, z = 4− t ]

NP Určete derivaci ve směru ~s v bodě A a gradient v bodě A funkce z = f(x, y).
z =

√
x2 + y2 − xy, A = [3; 4], ~s = (3; 4).

[ ∂z

∂~s
(A) = −19

5
, grad z = −17

5
~i− 11

5
~j ]

NP Určete derivaci funkce z = ln(x2 + y2) v bodě A = [1; 2].
a) ve směru tečného vektoru v bodě A ke křivce y = 2

√
x,

b) ve směru, v němž je derivace maximální.

[ a) ∂z

∂~s
(A) = −3

5

√
2; b) ∂z

∂~s
(A) = −2

5

√
2 ]

18. Nalezněte lokální extrémy daných funkcí.

a) z = x
√
y − x2 − y + 6x+ 3

b) z = 2x3 + xy2 + 5x2 + y2

c) z = ln x

6
+ 2 ln y + ln(12− x− y)

[ a) [4; 4] – lok. max.; b) [−1;−2] a [−1; 2] – není, [0; 0] – lok. min.,
[
−5

3
; 0

]
– lok. max.; c)

[3; 6] – lok. max. ]
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NP Nalezněte lokální extrémy daných funkcí.

a) z = xy +
50

x
+

20

y
b) z = y

√
x− y2 − x+ 6y

[ a) [5; 2] – lok. min.; b) [4; 4] – lok. max. ]

NP Nalezněte vázané extrémy dané funkce při daných podmínkách.

a) z = x+ 2y; podm. x2 + y2 = 5

b) z =
1

x
+

1

y
; podm. x+ y = 2

[ a) [1; 2] – lok. max., [−1;−2] – lok. nim.; b) [1; 1] – lok. min. ]

NP Nalezněte vázané extrémy dané funkce při daných podmínkách.

a) z = x+ y; podm. xy = 1

b) z =
1

x
+

1

y
; podm. 1

x2
+

1

y2
= 1

[ a) [1; 1] – lok. max., [−1;−1] – lok. nim.; b) [−
√
2;−

√
2] – lok. min., [

√
2;
√
2] – lok. max. ]

19. Najděte absolutní extrémy funkce z = x2−xy+y2, M je určena nerovnicí |x|+ |y| ≤ 1.

[ [0; 1], [0;−1], [1; 0], [−1; 0] – abs. max., [0; 0] – abs. min.]

NP Najděte absolutní extrémy daných funkcí.

a) z = x2 + 2xy − 4x+ 8y; na obdélníku 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2
b) z = x2 + y2 − 12x+ 16y; na oblasti dané nerovnicí x2 + y2 ≤ 25

[ a) [1; 2] – abs. max., [1; 0] – abs. nim.; b) [3;−4] – abs. min., [−3; 4] – abs. max.]
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