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1. Dvojny integral
Vypoététe
S D gy, kde D = {[z,y] € R%1 < 2 + ¢ < €},
[ poldrni soutadnice, meze konstantni, restrikce lze pouzit, substituce Inp =t. Vysledek: 2w ]
Staticky moment S, pro homogenni oblast D vymezenou kiivkou y = sinz a tseckou
spojujici body [0,0], [F,1]. (Hustota pro homogenni oblast o(z,y) =k € RT.)
[ bez transformace, nekonstanti meze proménné y, "per partes”. Vysledek: k(1 — %) ]
Téziste T homogenni oblasti D = {[x,y] € R?;2? + y* < r?,y > 0}. (r > 0)
[ poldrni soutadnice, konstantni meze, restrikce moznd; T = 0, g‘—; , 7 thned. ]
Hmotnost rovnobéznika D vymezeného primkami y =z,y =+ 2,y =2,y =6
s hustotou o(z,y) = 22 + 3.
[ bez transformace, pozor na meze prommené x; vyjde 224 |
[ (922 4+ 4y* + 4)dzdy, kde D = {[z,y] € R?; 92 4 4y* < 36}.
[ zobecnéné poldrni soutadnice, konstantni meze, restrikce moznd; 1327 ]
Obsah plochy obrazce D = {[z,y] € R?; 22 + y? < 4y, 2> +y*> > 2y,2 > 0,y > \/3z}.
3R

[ poldrni soutadnice, pozor na nekonstantni meze promeénné p; %

[[p2z — y+ 3)dzdy, kde D = {[z,y] € R%0< 2 <4,0<y<wzy <1}

[ bez transformace, nutno rozdélit na 2 integrdly; 24 + 121n2 |

Moment setrva¢nosti I, homogenni oblasti D = {[z,y]; 62 +y > 6,2z +y < 6,y > 0}.
[ bez transformace, ktery zpiusob (potadi) integrace je lepsi? Vyjde 13k |

[/ zy*dxzdy, kde oblast D je vymezena parabolou y* = 2px a &asti piimky = = L.
(p >0) p
[ bez transformace, miZeme pouZit restrikce; 2 5 ]

Objem télesa Q = {[z,y,2] € R®; 2 +y?> + 22 <r? 2 + y? + (2 —r)? < 7“2}

[ tézst priklad, polarni souradnice s konstantnimi mezemi, restrikce lze 8z, subst. /- =t;

5mr3 ]
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Objem télesa Q ohrani¢eného plochami az = a® — 22 — y2,2 = 0. (a > 0)

[ poldrni souradnice, restrikci lze pouzit, nakreslete si také zde obrdzky v R3 i v roviné zy; 7“13 ]
Objem télesa Q ohrani¢eného plochami z = 22 +y?,2 =0,2 =0,y = 0,z +y = 1.

[ bez transformace, staci obrazek projekce do roviny zy (x =0,y = 0,x + y = 1); snadno vyjde % ]
Obsah plochy rota¢niho paraboloidu 22 + y? = 2z uvniti valce 22 + y? < 1.

[ poldrni soufadnice, konstantni meze, restrikce lze pouzit, subst. "odmocninovd”; 2r 921 ]

3
Obsah plochy z = /4 — 22 — y2 uvniti kuzele 32> + 3y = 22.
[ poldrni souradnice, opét si nakreslete obrdzek v R3 i v sour. Toviné xy, restrikce lze; 4w 2 — V3 ]
Tezisté homogenni oblasti D = {[z,y] € R*;2* +3* <1,0 <y <z +]1}. :

2 2 ]
3m+67 w42

[ bez transformace, které potadi integrace je jednodusdsi? 2x subst. metoda; T =

Soutadnici x7 teZisté T = [z, yr] oblasti D = {[z,y] € R*;1 <22 +y? <4,0<y <z}
s danou hustotou o(z,y) = xy.

124(4—/2)

[ poldrni soutadnice; bez problémi vyjde — 95— ]
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1.17 Moment setrvacnosti I, homogenni oblasti D ohrani¢ené primkami x +y = 2,2 = 2
ay=2.
[ bez transformace; snadno vyjde 8k |

1.18 Momenty setrvac¢nosti I, I, I, homogenni oblasti D = {[z,y] € R2 2?2 <y<uz}

[ bez transformace; integract polynomu bez problémi I, = 28,Iy = 20,[ ]

1.19 [[,(2* +y*)dady, je-li D = {[z,y] € R* 2% + <a,y>x} (a>0)

[ poldrni soutadnice s konstantnimi mezemi, mizeme i restrikct; na’ ]

4
1.20 Tezisté oblasti D = {[z,y] € R%;42? + y?> < 4,2 > 0,y > 0} s danou hustotou
o(x,y) =
[ zobecnéné poldrni soutadnice; snadno vyjde T = ?—g, % ]

1.21 Objem télesa 2 vymezeného plochami z2? + y? = 4z, z = 4.
[ poldrni souradnice, nakreslete si obrdzek v R> i projekci, nejlépe restrikci; 327 ]

1.22 Objem télesa 2 vymezeného plochami 22 +y?> =1,2 =0,z = /22 + 92 + 1.

[ poldrni soutadnice, staci obrdzek projekce, jaké jsou meze proménné z? Restriket; 2?7’ 2v2 -1 ]

1.23 Obsah &4sti plochy z = /22 + y2 nad oborem D = {[x,y]; 2% + y? < 2y}.
[ pokud si napisete sprdvné integrand, pak vyjde okamZzité: V2 ]

1.24 Hmotnost oblasti D = {[z,y]; 1(z — 3)? + (y — 1)? < 1} s danou hustotou
o(z,y) = (z—3)*(y — 1)%
[ zobecnéné poldrni soutadnice s posunutim do pocdatku, radéji bez restrikce; vyjde

1.25 Objem télesa Q vymezeného plochami 22 =y,2> =4 —3y,2 =0,z = 9.
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[ nakreslete si projekci do roviny xy x? =y, z% =4 — 3y bez transformace, restrikce ano; 16 |

1.26 Teziste T oblasti D = {[z,y]; 2% + y >1,2% 4+ 4 c <4 ,y > 0} s hustotou o(z,y) = 2%
[ zobec. poldr. soutadnice x = pcos,y = 2p sin ¢, pozor na meze p, restrikce lze; T = 0, 2929527r ]

1.27 Objem télesa 2 vymezeného plochami z = %ﬂﬂ, z2=0,22+9y?=1,22 + 4% = 4.

[ staci projekce do roviny xy (mezikruzi) (zkuste obr. i v R3), poldr. soutadnice s restrikci; 8mIn2 ]
1.28 Obsah plochy z = 2% + y? uvnitt vélce 2% + y? = 2. (r > 0)
[ nakreslete si obrdzek v R3 i projekci, poldrni soutadnice s restrikci, substituce ”odmocninovd”,
us

upravite-li dobte integrand, pak bez problémi vyjde ¢ (1 + 47’2)% -1 ]

1.29 Obsah rovinného obrazce D = {[z,y];y > 1,y > 4z,y < 8}.
[ bez transformace, které poradi integrace je lepsi? Meze x nekonstantni; vyjde % —2In2]

1.30 Moment setrva¢nosti I, homogenniho kruhu D = {[z,y]; (x — a)? + y* < a®}. (a > 0)

L, 9 . o, . 3 . 4
[ poldrni souradnice s restrikci, nekonstantni mez p, cos® p = cos? ¢ ° = ... ; vyjde % ]

1.31 Obsah &asti kuzele y? + 22 = 22 uvnitt valce 22 + y? < a?. (a > 0)

[ tez51 priklad, poldrni soutadnice s konstantnimi mezemi, restrikce 8x, obrdzky nutné; 2ma?® |

1.32 Objem télesa 2 vymezeného plochami % 2 4 y = 22 + y = 2z.
[ Q tedy vymezeno eliptickym kuZelem a elzptzck:ym parabolozdem, obmzekz v R3 ani projekce nejsou

obtizné, zobecnéné poldrni soutadnice, restrikce 4x; 8 |



