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4.1 Kr¥ivkovy integral ve vektrovém poli — pfimym vypoctem

Spocitejte praci sily F= y~f+ z ; +a-k pri pohybu hmotného bodu po orientované kiivce -,
ktera je dana jako oblouk ABC na prinikové kiivce ploch 22 4+ y? = 1, z = 2y od podéateéniho
bodu A = [1,ya, za| pies bod B = [z, 1, z5] do koncového bodu C' = [—1, y¢, z¢].

[nezadané souradnice bodi A, B, C snadno spocitdte z rovnic ploch, staci projekce oblouku ABC' do
roviny xy, parametrizace y lehkd: © = cost, y =sint = z =---, t € (0,7), (proc?) vyjde:
T4 2 ]

273

Spocitejte praci vektorového pole F=ux-7+ 22 j + ek podél krivky v, kterd je dana
jako uzaviend orientovand kiivka ABC' tvoiend oblouky na plose 2 = 1 — 2 pro z > 0,y >
0,z > 0, které lezi postupné v rovinach y = 0,z = 0,y = x. Orientace je dana poradim bodi
A=10,0,1],B =1,0,0],C =[1,1,0].

[nakreslete si obrdzek y v prostoru R (parab. vdlec protaty 8 rovinami); ihned wvidite v = 1 U2 U3,
parametrizact y1,y2,73 (neni obtiznd) a souctem 3 integrali (polynomy a substituce) vyjde:

38
-7 +e |
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Spocitejte praci silového pole F = xy - i— Y- ; které ptisobi ptfi pohybu hmotného bodu po
kladng orientované uzaviené kiivce v, tvofené oblouky na kfivkach y = 22,y = /.

[obrazek v = 1 U s je snadny, parametrizaci vy1,v2 a souctem dvou integrali snadno vyjde:
3

) ]

Spocitejte praci vektoru F= (e*y? + 2) g+ 2yez-f+ z-k podél kiivky v : o =Int,y =t 2z =

t, ktera je orientovand z poc¢atecniho bodu A = [0, 1, 1] do koncového bodu B = [In 2,4, 2].

[obrazek ~ nepotrebujeme, interval t € (-,-) zfejmy, integraci polynomu a per partes vyjde:
H48(e?+e) +2n2. (et =t) ]

Urcete hodnotu integrdlu [ 4rydr + rdy — dz, kde v: 7(t) = sint - i + sin(2t) 4 et /2,
t € (0,m).

[pFimym dosazenim do integrdlu a rozepsanim sin(2t) = ... cos(2t) = ... vyjde:
T—t—eT |
Spocitejte integrdl [ ydz — zdy, kde v, : ﬁ—i + Zé—j =1, kde a > 0,b > 0 jsou konstanty.

[parametrizace elipsy, ihned vyjde: —2mwab ]

Spocitejte praci vektrového pole F= (x+y)- i + 2 -fpodél kladné orientované kruznice v,
se stfedem v pocatku a polomérem 7.

[také lehky priklad, parametrizace kruRnice, vyjde: nr? |

Spocitejte praci vykonanou vektorem sily F = (322 + 2y?) - i + (4zy — 3y?) - 7 po kiivee
v: 22+ y? =1 od poéatecniho bodu A = [1,0] do koncového bodu B = [0, 1].

[obr. v a parametizace kruznice jednoduché, obvyklymi goniometrickymi substitucemsi vyjde: —2 |



4.2 Nezavislost na integracni cesté

Ovétte podminky nezavisloti na integracni cesté v daném potencidlovém poli F = (P, Q) resp.
F = (P,Q, R), najdéte potencidl V' a pro zadané body A, B pfipadné interval parametru ¢ spocitejte
praci konanou pfi pohybu bodu z poc¢atec¢niho bodu A do koncového bodu B.

4.9 F=1—2zy—¢?) i+ (1—2zy—2a?)-j, A=1[0,2],B =[1,0].
[V(z,y) =z -2’y — v’ +y+c, W=-1]
4.10 [ xzz*dx +y’dy + 2*2dz, A=[-1,1,2], B = [-4,2, —1].

[ V(z,y, z)x22z2 + % +¢, W =3 spocitejte si tak0 integraci po orientované tsecce AB! ]

4.11 ﬁ:%-h gy T =tei 4 125t € (0,1).

[V(z,y) = arctg(zy?) + ¢, W = Z, tento piiklad si spocitejte vice zpiisoby — vychdzi velice jednoduse
integraci

a) po zadané krivce gamma (subst. t5 = u)
b) orientované useéce AB (A =10,0], B=[1,1])
c) lomené“ orientované kiivce v = AC UCB, kde C = [1,0]

]
412 F=(z+yz) i+ (y+a2) -] + (z+ay) -k, A=[1,2,3], B=0,0,0].

V(z,y,2)

M—i—xyz—f—c, W =-13 ]

413 F=2zy-i+a%-j — Lk, v: 7(t) =tcost-i + tSint-j—l-t-E,tE(gﬂT).

V(z,y,2) =2?y+14c, W= —% (komplikovany vypodet, kdyz pocitame piimygm vgpoctem po kiivce
414 F=e"yz-i+ (1+¢%2)-] + "2k, v: ft)=t-i+ (t—1)-5 — 3t-k, A=[1,0,-3],B =

. 6 wip o . ‘ve . .
V(z,y,2) =yze® +y+c, W =—2 =2 (spocitejte si také primym dosazenim) |

415 F=1.7 4 1.7 ok oy ft) =7 — 3t + 2k t€(1,2).

V(z,y,2) =" +c, W= %, (velice pékné vyjde i bez vypoctu V' primym dosazenim) ]
416 F = (3222 — 22%) -7 + 223y - j — 82 - k, spocitejte kmenovou funkci V.
V(z,y,2) =23y? — 222* + ¢ |
417 F=y-i+ax-j+22-k A=10,0,0],B=[1,1,2].
V(z,y,2) =ay+22+c, W=5]
2

418 F =174 v32.j A=[1,1], B = [-6,3]. (pfedpokladdme, ze y # 0).

Y

Vizy)=5+y+e W=-1]



419 F =cos(2y)-i — 2xsin(2y) - j, A=[1,7],B=[2,7].
[V(z,y) =xcos(2y) + ¢, W = —fracl2 |

4.20 Zjistéte, zda vyraz (2zcosy — y?sinx)dz + (2y cosx — 2% siny) dy je totalnim diferencidlem a
urcete potencial V.

2cosy +y?cosw+c |

[ tedy opét ovéFime podminky nezdvislosti a spocitame V(x,y) = x
421 F=(yz—y+2+3)-i+ (xz—2+1)-j + (zy+a+22)-k, A=[0,1,2], B=[3,2,5].
[V(z,y,2) =ayz —ay+az+3c+y+22+c¢, W=70 ]
422 F= (322 +2y%) -7 + (doy —3y2) - j,v: 22 +y>=1 A=[1,0] do konc B = [0, 1].

[ V(z,y) =23+ 22y% — 3> + ¢, W = —2, (spoditejte si také primou integraci po 7y) |



4.3 Greenova véta

Ovéite podminky pouZzitelnosti Greenovy véty a uzijte ji k vypoctu nasledujiciho integralu (cir-

kulace vektorového pole F ) po zadané kfivce :
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y{ (z + y)*dz — (x — y)?dy, kde v_ je zaporné& orientovana kiivka tvofena obloukem grafu
funkce y = sinzx a tseckou na ose z pro z € (0, 7).

[obrazek i viypocet dvojného integralu jsou jednoduché (per partes), vyjde: 47 ]
F=0—=a2%)-i4a(14y?)- ], vs: 7(t) =3cost-7 + 3sint - j, t € (0,2n).

[obrazek i vipocet dvojného integrdlu je snadny (transformace do poldrnich souradnic), bez problémi

vyjde: %7%, zkuste si také spocitat primym vgpoctem bez Greenovy véty - vychdzi to pékné |

F=(ey+a+y) i+ @y+r—y) g,y 2+ =y

[parametrizace posunuté kruznice (polarni soutadnice), v intergrandu je rozdil dvou funkci a rozdélite-
li si integrdl na dva, bude druhy z nich nulovy (proc?), pak uz hned vyjde g |

]{ (e°siny — 16y) dz + (e” cosy — 16) dy, kde -, je kladné orientovana hranice oblasti D =
v+

{[z,y];2% + v* = ax,z > 0,y > 0}, kde a > 0 je konstanta.

[opét posunutd kruznice, poldrnimi soutadnicemi s posunem, nebo bez posunu do pocdtku, vyjde oka-
mzité 2ma® (vysledek lze také uhodnout, protoZe integrand je konstanta) |

y{ y*dz — x2dy, kde 7, je kladné orientovand kruznice se stfedem S = [1, 1] a polomérem r = 1.
g

= 14 pcosp
= 14 psingp
—47 (vychdzi pékné i primym vgpoctem bez pouziti Greenovy véty) |

[poldrnimi soufadnicemi nutné s posunem do pocdtku i , konst. meze p, ; vyjde snadno

7{ (.7)2 — y2) dx + (x2 + y2) dy, kde v_ je zaporné orientované krivka tvorena ptlkruznici y =
v
V1?2 — 22 a tseckou na ose .

4,3 )

[,,obycejné“ poldrni soutadnice s konstantnimi mezemsi, bez problémi vyjde —3T
?{ (6:1: cosy — y3) dx + (1:3 — 3% sin y) dy, kde 7, je kladné orientovand kruznice 2% + % = 1.
¥

také ,obycejné“ poldrni souradnice s konstantnimi mezemi, velice jednoduchy integrdl, vysledek 3F
2
(bez pouziti Greenovy véty vychdzi nepékné) |
% (r + y)*dr — (x — y)*dy, kde 7, je kladné orientovand kiivka tvorend obloukem paraboly
v
y = 22 a tseckou na piimce y = z.

[bez probléma ihned vyjde —% ]

—

F=1.7— 1.5 9, je trojihelnik ABC's vrcholy A = [1,1], B =[2,1],C = [2,2].

[také jednoduchy priklad bez transformace do poldrnich souradnic, vyjde % ]



4.32 ]{ (xy + xQ) dr + z%ydy, kde 7, je kladné orientovana hranice oblasti D = {[z,y];0 < z <
v
y <1}

[snadné s Greenovou vétou i bez Greenovy véty, integraci polynomu vyjde 1—12 ]

433 F=(1+ay)e™ i 4+ 22 (1+e™) -], 74 obdélnik ABCD s vrcholy A = [0,0], B =[2,0],C =
2,1],D = [0, 1].

[integrand vychdzi velice jednoduse, lehce vyjde: 4 |

434 F = zarctany-i + 27, 7+ e trojibelnik K LM s vrcholy K = [=1,0], L = [0,0], M = [0,1].

[téZsi priklad: nejdrive substituce x + 1 = t potom per partes u = arctgt, v =t — 1; pak uZ bez

problémi vyjde 3(1 —In2) |

,Obracenou“ Greenovou vétou spocitejte obsah rovinného obrazce D:
4.35 D ={[z,y] € R*2* <y <z}

[parametrizace vy = 1 U~y snadnd, bez problémi vyjde % (bez Greenovy véty jeste kratsi) |
4.36 D ={[z,y € R%y>Inx,—x+1<y <1}

[také nutny obrdzek, parametrizace v+ = 1 U~y2 U3 nent obtiznd, vyjde e — % ]

4.37 D = {[z,y] € R*¢e* <y < €™,z > 0}. (Pozor: €" je konstanta!)

[opét parametrizace v4 = v1 Uy U ~ys, ufitim per partes vyjde e™(m — 1) + 1 (bez Greenovy véty je
vypocet kratsi — zkuste si spocitat) |



